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УДК 517.95 

Ю. Є. КЛИМЮК 

ПРОГНОЗУВАННЯ ОПТИМАЛЬНИХ РЕЖИМІВ РОБОТИ БАГАТОШАРОВИХ ШВИДКИХ ФІ-
ЛЬТРІВ З КУСКОВО-ОДНОРІДНИМИ ПОРИСТИМИ ЗАВАНТАЖЕННЯМИ 

Запропоновано просторову математичну модель для прогнозування процесу доочистки води від багатокомпонентних домішок у багатоша-
рових швидких фільтрах з кусково-однорідними пористими завантаженнями при додержанні сталої швидкості фільтрації. Отримано алго-
ритм числово-асимптотичного наближення розв’язку відповідної нелінійної сингулярно-збуреної крайової задачі. Запропонована модель 
дозволяє шляхом проведення комп’ютерних експериментів отримати оптимальні варіанти використання фільтрувальних матеріалів та 
збільшення тривалості роботи фільтрів за рахунок вибору їх форми і висоти шарів. 

Ключові слова: математична модель, процес доочистки води, багатокомпонентна домішка, багатошаровий швидкий фільтр. 
 

Предложено пространственную математическую модель для прогнозирования процесса доочистки воды от многокомпонентных примесей в 
многослойных скорых фильтрах с кусочно-однородными пористыми загрузками при соблюдении постоянной скорости фильтрации. Полу-
чен алгоритм численно-асимптотического приближения решения соответствующей нелинейной сингулярно-возмущённой краевой задачи. 
Предложенная модель позволяет путем проведения компьютерных экспериментов получить оптимальные варианты использования филь-
трующих материалов и увеличения продолжительности работы фильтров за счет выбора их формы и высоты слоев. 

Ключевые слова: математическая модель, процесс доочистки воды, многокомпонентная добавка, многослойный быстрый фильтр. 
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A spatial mathematical model to predict the process of water purification from multi-components impurities in multi-layers rapid filters with piece-
wise-homogeneous porous loadings subject to constant rate filtration, which takes into account the reverse impact of component concentrations of 
multi-component impurities, adsorbed on the grains loading, on the active porosity, is proposed. In the model assumed that the convective component 
mass of transfer and adsorption prevail over the contribution of the diffusion and desorption. The algorithm for numerically-asymptotic approximation 
of the solution of the corresponding nonlinear singular-perturbed boundary problem for the spatial domain, which a having the shape of a curvilinear 
parallelepiped, bounded two equipotential surfaces and four surfaces of the flow, separated by some specified of the equipotential surfaces on several 
subdomains, is developed. The proposed model allows by conducting computer experiments to obtain optimal use of the filtering materials and the in-
crease in the length work filters due to the choice of their form and height layers. 

Keywords: mathematical model, process of water purification, multi-component impurity, multilayer rapid filter. 

 
Вступ. Будь-яка прісна вода перед її викори-

станням для водопостачання, зрошення земельних 
угідь та у інших видах господарської діяльності по-
требує попередньої очистки від багатокомпонентних 
домішок, компонентами яких можуть бути: гази, 
мінеральні й органічні речовини, що знаходяться в 
розчиненому, колоїдному і завислому станах, а також 
мікроорганізми. Значна частина технологій доочистки 
води від багатокомпонентних домішок базується на 
використанні швидких фільтрів із багатошаровими 
пористими завантаженнями [1–4]. Зростаюча вартість 
фільтруючих матеріалів вимагає проведення до-
сліджень для їх більш якісного використання. 

Аналіз літературних даних. До 50-х років  
XX ст. основними фільтруючими зернистими заван-
таженнями для очищення води були кварцові піски, 
які важчі за воду і тонули в ній. Ці їхні властивості 
визначали типи й умови роботи фільтрів. Останнім 
часом на додачу до традиційно використовуваного 
кварцового піску з’явилося багато нових матеріалів: 
керамзит, аглопорит, шлакова пемза, погорілі породи, 
вулканічні шлаки, базальтові та мармурові піски і та-
ке інше. Різноманітні природні властивості нових фі-
льтруючих завантажень фільтрів впливають на ефек-
тивність їхньої роботи, розміри споруд, продуктив-
ність і т. п. У XXI ст. йде пошук нових фільтруючих 
матеріалів. У двошарових фільтрах використовують 
усілякі зернисті інертні матеріали, компонуючи їхні 
шари так, щоб верхній складався з більш легких і вели-
ких часток. Вдається підібрати навіть тришарові заван-
таження (наприклад, керамічна крихта – аглопорито-
вий пісок – антрацит), які складаються із шарів по 0,5 м 
і мають сорбційну ємність кращу, ніж двошарові [1]. 

Методика досліджень. Розробкою теоретичних 
основ очистки рідин від домішок шляхом їх фільтру-
вання через пористі завантаження та подальшим її 
вдосконаленням займалося чимало вітчизняних і за-
рубіжних вчених [5–12]. В якості математичної моде-
лі процесу фільтрування води через пористі заванта-
ження більшістю дослідників використовується мо-
дель Д. М. Мінца при сталій швидкості фільтрації або 
деяка її модифікація (вдосконалена модель). У [13] 
запропоновано просторове узагальнення математич-
ної моделі Д. М. Мінца, яка є більш ефективною для 
проведення теоретичних досліджень, націлених на 
оптимізацію параметрів процесу фільтрування (часу 
захисної дії завантаження, розмірів фільтра тощо). У 
[14] вона вдосконалена шляхом введення додаткового 
рівняння для визначення зміни активної пористості 
завантаження вздовж висоти фільтру. Математичні 
моделі у [13, 14] описані просторовими сингулярно-
збуреними крайовими задачами для модельних облас-
тей – криволінійних паралелепіпедів, обмежених дво-
ма еквіпотенціальними поверхнями та чотирма пове-
рхнями течії. Загальна методика їх розв’язання поля-

гає у наступному: поетапній фіксації характеристик і 
складових процесу та середовища; розв’язанні задачі 
фільтрації з використанням просторових аналогів 
конформних відображень області комплексного поте-
нціалу на фізичну область (що включає побудову гід-
родинамічної сітки, поля швидкостей, обчислення ве-
личин різних перетоків тощо); переході у рівняннях 
конвективної дифузії і граничних та початкових умо-
вах від фізичних змінних до координат області ком-
плексного потенціалу, що значно спрощує їх запис і 
забезпечує можливість проведення автономних дослі-
джень, розпаралелювання обчислень; розв’язанні за-
дач конвективної дифузії з використанням числово-
асимптотичних методів. 

Ціль та задачі дослідження. Сформувати мате-
матичну модельну задачу для прогнозування процесу 
доочистки води від багатокомпонентних домішок у 
багатошарових швидких фільтрах з кусково-
однорідними пористими завантаженнями при додер-
жанні сталої швидкості фільтрації, яка дозволяла б 
шляхом проведення комп’ютерних експериментів 
отримати оптимальні варіанти використання фільтру-
вальних матеріалів та збільшення тривалості роботи 
фільтрів за рахунок вибору їх форми та висоти шарів. 
Отримати алгоритм числово-асимптотичного набли-
ження розв’язку відповідної нелінійної сингулярно-
збуреної крайової задачі. 

Постановка задачі. Для області (0, )G G  z  

( ( , , )x y zz ), G z ABCDA B C D     – однозв’язний 

криволінійний паралелепіпед, обмежений гладкими, 
ортогональними між собою в кутових точках та по 
ребрах, двома еквіпотенціальними поверхнями 

{ :ABB A   z  1( , , ) 0}f x y z  , { :CDD C   z  

2 ( , , ) 0}f x y z   і чотирма поверхнями течії 

{ :ADD A   z  3 ( , , ) 0}f x y z  , { :BCC B   z  

4 ( , , ) 0}f x y z  , { :ABCD  z  5 ( , , ) 0}f x y z  , 

{ :A B C D     z  6 ( , , ) 0}f x y z   та розділений деякими 

еквіпотенціальними поверхнями { :s s s sE F F E   z  

( , , ) 0}sf x y z
   ( 1, 1s p  ) на деякі p  підобластей 
1

1 1 1 1G ABF E A B F E   z , 

1 1 1 1
s

s s s s s s s sG E F F E E F F E       z  ( 2, 2s p  ), 

1 1 1 1
p

p p p pG E F CDE F C D       z  (рис. 1), розглянемо 

модельну задачу, описану системою рівнянь: 
 

, 0v grad div v   
 

,                                      (1) 
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за крайових умов: 

 

ABB A 
   , CDD С 

 

 ,  

0n ADD A BCC B ABCD A B C D
           ,                       (3) (3) 

 

j ABB A jC c
   , 0j n CDD CC

 
  ,  

0j n ADD A BCC B ABCD A B C DC
            ( 1,j m ),    (4) (4) 

початкових умов: 
 

0
0j t jC c  , 0

0j t jU u   ( 1,j m ), 0
0 0t   (5) (5) 

 
і умов узгодженості на поверхнях розділу s s s sE F F E   

( 1, 1s p  ): 

 

s s s s s s s s
sE F F E E F F E

  
     


  , 

1s s s s s s s ss n E F F E s n E F F E   
           ( 1, 1s p  ), (6) 

s s s s s s s s
j jE F F E E F F E

C C
     

 , 

s s s s s s s sj E F F E j E F F EU U
     

 ,                                         (6) 

, 1,s s s s s s s s

s s
s j j n n j E F F E s j j n n j E F F ED C v C D C v C

              , 

   
1 1

s s s s s s s s

m m

j j E F F E j j E F F E
j jt t

C U C U 
     

 

    
       

   
    

( 1, 1s p  , 1,j m ),                                          (7) (7) 

 
де ( , , )x y z   і ( , , )x y zv v v v v

 
 – відповідно потен-

ціал і вектор швидкості фільтрації, *    , 
*

* 0 1 2 10 ... p p          
               , 

2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z   


,   – кое-

фіцієнт фільтрації,   , , , , 1,s
s x y z G s p   z , 

0s   ( 1,s p ), n


 – зовнішня нормаль до відповід-

ної поверхні; ( , , , )j jC C x y z t  і ( , , , )j jU U x y z t  – 

відповідно концентрації j -тої компоненти багатоко-

мпонентної домішки у фільтраційній течії і осаді, ад-
сорбованому на зернах завантаження; 

 , , ,x y z t   – активна пористість завантаження, 

jD  – власний коефіцієнт дифузії j -тої компоненти 

багатокомпонентної домішки у фільтраційній течії, 

  , , , , , 1,s
j s jD D x y z G s p  z , , ,s j s jD d  , 

, 0s jd   ( 1,s p ), ,j ka  і ,j ka  – коефіцієнти, що харак-

теризують швидкість протікання масообмінних про-

цесів між j -тою і k -тою компонентами багатоком-

понентної домішки відповідно у фільтраційній течії і 
осаді, адсорбованому на зернах завантаження, 

 , , , , , , ,s
j k s j ka a x y z G  z  1,s p , 

, ,

, ,

, ,

0, ,

s j k

s j k

a j k
a

j k

   


 

  , , , , , , , 1,s
j k s j ka a x y z G s p   z , 

, ,
, ,

, ,

0, ,

s j k
s j k

a j k
a

j k

 
    


 j  і j  – коефіцієнти, що ха-

рактеризують обсяги адсорбованої і десорбованої за 
одиницю часу j -тої компоненти багатокомпонентної 

домішки,   , , , , , 1,s
j s j x y z G s p   z , 

  , , , , , 1,s
j s j x y z G s p   z , , ,s j s j     

( 1,s p , 1,j m ), j  – коефіцієнт, що характеризує 

швидкість зміни активної пористості завантаження за 
рахунок адсорбції j -тої компоненти багатокомпоне-

нтної домішки,   , , , , , 1,s
j s j x y z G s p   z , 

, ,s j s j     ( 1,s p , 1,j m ),  , , , , , , ,s j k s j ka a x y z t , 

 , , , , , , ,s j k s j ka a x y z t  ,  , , , , ,s j s j x y z t  , 

 , , , , ,s j s j x y z t   і  , , , , ,s j s j x y z t   – деякі непе-

рервні обмежені функції ( 1,s p , 1,j m , 1,k m ), 

  – малий параметр ( 0  ), 

  0 0
0 , , , , 1,s

sc c x y z G s p  z , 

  0 0
0 , , , , 1,s

su u x y z G s p  z , 

  0 0
0 , , , , 1,s

s x y z G s p   z ,  ,c c M t  , 

 0 0 , ,s sc c x y z ,  0 0 , ,s su u x y z  і  0 0 , ,s s x y z   

( 1,s p ) – достатньо гладкі функції, узгоджені між 

собою на ребрах області G  [15], M  ABB A  , s
nv  

( 1, 1s p  ) – нормальні складові швидкості відповід-

но на поверхнях s s s sE F F E   ( 1, 1s p  ). 
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Рис. 1 – Двошарова просторова область фільтрації Gz  
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Шляхом введення пари функцій ( , , )x y z  , 

( , , )x y z   (просторово комплексно спряжених із 

функцією ( , , )x y z ) таких, що 

grad grad grad       [16] i заміною останніх 

чотирьох з граничних умов (3) на умови: 0ADD A
 

 , 

BCC B Q
   , 0ABCD  , A B C D Q

   

 , задача (1), 

(3), (6) замінюється більш загальною прямою задачею 
на знаходження просторового аналогу кусково-
конформного відображення області Gz  на відповідну 

область комплексного потенціалу – прямокутний па-
ралелепіпед G A B C D A B C D          w , який розділений 

деякими заданими поверхнями s s s sE F E F      ( 1,s p ) 

на деякі p  підобластей 1
1 1 1 1G A B E F A B E F          w , 

1 1 1 1
s

s s s s s s s sG E F F E E F F E              w  ( 2, 2s p  ), 

1 1 1 1
p

p p p pG E F C D E F C D              w  (рис. 2), де 

  , , :sG    w w  ( 1)s s   
    , 0 Q   , 

0 Q    ( 1,s p ), s
  ( 1, 1s p  ), Q , Q  – не-

відомі параметри, Q Q Q
   – повна фільтраційна 

витрата.  
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Рис. 2 – Двошарова область комплексного потенціалу 

Gw  

 
Припустимо, що ця задача є розв’язаною [15], 

зокрема, знайдено поле швидкостей v


, параметри s
  

( 1, 1s p  ), Q , *Q , Q  та ряд інших величин. Здійс-

нивши заміну змінних  , ,x x    ,  , ,y y    , 

 , ,z z     у рівнянні (2) та умовах (4), (5), (7), 

отримаємо відповідну “дифузійну задачу” для області 

w (0, )G   , що описується системою рівнянь: 
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(8) 

за крайових умов: 

 

j jc c    , 0jc   
  ,  

0 0 0j j Q j j Q
c c c c        

   
        

( 1,j m ),                                                              (9) 

 
початкових умов: 
 

0
0j t jc c   , 0

0j t ju u    ( 1,j m ), 0
0 0t    , (10)  

 
і умов узгодженості на поверхнях розділу 

s s s sE F E F      ( 1,s p ): 

 

0 0

lim lim
s s

j jc c
    

    
 , 

0 0

lim lim
s s

j ju u
    

    
 , 

   
0 0

, 1, 1lim lim
s s

s j j s j s j j s jD c c D c c 
   

 
 
   

 
 

        , 

 

   
0 01 1

lim lim
s s

m m

j j j j
j jt t

c u c u
   

 
 
     

    
       

   
   

( 1, 1s p  , 1,j m ),                                        (11) 

 
де 

 
      

, , ,

, , , , , , , , ,

j j

j

c c t

C x y z t

  

        

 


, 

 , , ,j ju u t   ,  , , , t      , 

 , ,j jc c t    , 

  0 0
, , , , , 1,s

j s jc c G s p    w  , 

  0 0
, , , , , 1,s

j s ju u G s p    w  , 

  0 0
0 , , , , 1,s

s G s p      w  , 

  , , , , , , , 1,s
j k s j ka a G s p    w  , 

  , , , , , , , 1,s
j k s j ka a G s p     w  , 

  , , , , , 1,s
j s j G s p      w  , 

  , , , , , 1,s
j s j G s p      w
  , 

  , , , , , 1,s
j s j G s p      w  , 

 0 0
, , , ,s j s jc c     ,  0 0

, , , ,s j s ju u     , 

 0 0 , ,s s      , 

, ,
, ,

, ,

0, ,

s j k
s j k

a j k
a

j k

   



  , ,

, ,

, ,

0, ,

s j k
s j k

a j k
a

j k

 
    




  

 , , , , , ,s j k s j ka a     ,  , , , , , ,s j k s j ka a      , 

 , , , , ,s j s j t      , , ,s j s j     , 

 , , , , ,s j s j t      ,  

, ,s j s j     ,  , , , , ,s j s j t       ( 1,s p , 

1,j m , 1,k m ), 

  , , , , 1,s
sv v G s p    w  ,  , ,s sv v     , 
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  , , , , , 1,s
r r sb b G s p    w , 

 , , , ,r s r sb b     ( 1,5r  , 1,s p ), 
2 2 2 2 2

1,s x y z s sb v           , 
2 2 2

2,s x y zb        , 
2 2 2

3,s x y zb        , 4,s xx yy zzb        , 

5,s xx yy zzb          [15]. 

 
Розв’язання задачі 
Аналогічно до [13-15] числово-асимптотичне 

наближення   , , , , , 1,s
j s jc c G s p    w , 

  , , , , , 1,s
j s ju u G s p    w , 

  , , , , 1,s
s G s p      w   ( 1,j m ) розв’язку 

задачі (8) – (11) з точністю 1( )nO    знайдено у 

вигляді таких рядів: 
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    ( 1,s p ), 

 

де , , , , ( , , , )s j i s j ic c t   , , , , , ( , , , )s j i s j iu u t   , , , ( , , , )s i s i t       ( 1,s p , 1,j m , 0,i n ) – члени 

регулярних частин асимптотик, , , , , 1( , , , )s j i s j i sP P t     , , , , , 1( , , , )s j i s j i sH H t     , , , 1( , , , )s i s i sh h t     , 

, , , , ( , , , )s j i s j i sP P t       , , , , , ( , , , )s j i s j i sH H t       , , , ( , , , )s i s i sh h t        ( 1,s p , 1,j m , 0, 1i n  ) – функції типу 

примежового шару в околах s 
  ( 0,s p ) (поправки на вході у фільтр, на виході з фільтру та в околі меж 

шарів фільтру),  , , , , , , ,s j i s j iP P t  
 

 ,  , , , , , , ,s j i s j iP P t  
    ,  , , , , , , ,s j i s j iH H t  

 
 ,  , , , , , , ,s j i s j iH H t  

    , 

 , , , , ,s i s ih h t  
 

 ,  , , , , ,s i s ih h t      ,  , , , , , , ,s j i s j iP P t  
 

 ,  , , , , , , ,s j i s j iP P t  
    ,  , , , , , , ,s j i s j iH H t  

 
 , 

 , , , , , , ,s j i s j iH H t  
    ,  , , , , ,s i s ih h t  

 
 ,  , , , , ,s i s ih h t  

     ( 1,s p , 1,j m , 0,2 1i n  ) – функції типу 

примежового шару відповідно в околах 0  , Q  , 0  , Q   (поправки на бічних стінках фільтру), 

s
s

 







  ( 0, 1s p  ), s
s

 





 

  ( 1,s p ), 



 , 
Q 




  , 



 , 
Q 



 
  – відповідні їм 

регуляризуючі перетворення (розтяги), , , 1( , , , , )s j nR t    , , , 1 ( , , , , )s j nR t   


, , 1 ( , , , , )s nR t   


 ( 1,s p , 

1,j m ) – залишкові члени. 

Зокрема, для знаходження для знаходження , ,s j ic , , ,s j iu , ,s i  ( 1,s p , 1,j m , 0,i n ), , ,s j iP , , ,s j iH , ,s ih  

( 1,s p , 1,j m , 0, 1i n  ) і , ,s j iP , , ,s j iH , ,s ih  ( 1,s p , 1,j m , 0, 1i n  ) одержано наступні формули: 
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u t c t dt u      


  
   


, 0

,0s s    ( 1,s р , 1,j m ); 
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Висновки. Сформовано просторову математич-

ну модель процесу доочистки води від багатокомпо-
нентної домішки у багатошарових швидких фільтрах 
з кусково-однорідними пористими завантаженнями. 
Вона враховує як масообмінні процеси між компо-
нентами багатокомпонентної домішки у фільтра-
ційній течії і адсорбованої на зернах завантаження, 
так і зворотній вплив концентрацій багатокомпонент-
ної домішки на коефіцієнт активної пористості. От-
римана модель дозволяє шляхом проведення 
комп’ютерних експериментів спрогнозувати опти-
мальні варіанти використання фільтрувальних ма-
теріалів та збільшення тривалості фільтроциклу філь-
трів за рахунок вибору їх форми і висоти шарів. 

У алгоритмі числово-асимптотичного наближен-
ня розв’язку відповідної модельної задачі для фільтру, 
який має форму криволінійного паралелепіпеда, об-
меженого двома еквіпотенціальними поверхнями і чо-
тирма поверхнями течії та розділений деякими 
еквіпотенціальними поверхнями на кілька підобла-
стей, отримано нового типу поправки, що характери-
зують механізм перерозподілу концентрацій багато-
компонентної домішки у фільтраційній течії і адсор-
бованої на зернах завантаження в околах ділянок 
розділу шарів.  
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