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ПОСТРОЕНИЕ АКСИОМ ЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ В ТРЕХМЕРНОМ ИНТЕРВАЛЬНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 

Проведены исследования выполнимости аксиом евклидовой геометрии в трехмерном интервальном пространстве на основе введенных по-
нятий, операций в интервальных пространствах, свойствах интервальных отображений. Результаты исследования могут быть использованы 
как средства математического моделирования геометрических объектов  и их взаимодействий с учетом погрешностей исходных данных. 

Ключевые слова: интервальная геометрия, аксиомы евклидовой геометрии, интервальная псевдопрямая, интервальная псевдопря-
мая, интервальное движение. 

 
Введение. Теория геометрического проектиро-

вания [1] охватывает широкий круг фундаментальных 
и прикладных задач, связанных с математическим 
моделированием процесса размещения реальных объ-
ектов и созданием эффективных методов оптимиза-
ции этого процесса. При решении задач данного клас-
са, как правило, используются идеализированные ма-
тематические модели материальных объектов и их 
взаимодействий, когда погрешности задания исход-
ных данных не учитываются. А так как речь идет об 
оптимизационных задачах, возникает проблема ус-
тойчивости, точности и достоверности получаемых 
результатов. 

В силу сложности математических моделей за-
дач геометрического проектирования, в дальнейшем, 
возникла необходимость привлечения к ее решению 
активно развивающегося с начала 60-х годов перспек-
тивного направления вычислительной математики  
интервального анализа [2 – 9], основная идея которо-
го чрезвычайно проста: вещественное число пред-
ставляется не одним, а двумя числами  оценкой сни-
зу и оценкой сверху, образующими интервальное 
число. Таким образом, интервальный анализ дает 
возможность автоматически учитывать погрешности 
при задании исходных данных и погрешности, вызы-
ваемые округлениями. 

Первой монографией по интервальному анализу 
считается вышедшая в 1966 году книга Мура [2]. На 
данный момент построены и используются интер-
вальные арифметики, а именно: арифметика Мура [2], 
арифметика Каухера [3], «разширенная интервальная 
арифметика» Маркова [4], интервальная арифметика 
Кахана, допускающая действия с бесконечными ин-
тервалами и получившая дальнейшее развитие в рабо-
те [5], сегментная арифметика Сендова [6], арифмети-
ка Ортольфа [7], модифицированная интервальная 
арифметика [8], интервальная арифметика на случай 
комплексных чисел [9]. С современными исследова-
ниями в области интервального анализа можно озна-
комиться, например, в работах [10,11]. 

Что касается задач геометрического проектиро-
вания, то для учета погрешностей исходных данных 
(погрешностей метрических характеристик и пара-
метров размещения) методы интервального анализа, к 
сожалению, не могут быть применены непосредст-
венно в силу сложности соответствующих математи-
ческих моделей. 

Для осуществления единого подхода к разреше-
нию проблемы учета погрешностей при решении ука-
занного класса задач в 1992 году на основе двух па-
раллельно развивающихся научных направлений  
геометрического проектирования и интервального 
анализа Стояном Ю.Г. предложено новое приложение 
интервального анализа в геометрическом проектиро-
вании: интервальная геометрия [12 – 14], которое по-
лучило широкое применение при моделировании и 
решении широкого класса прикладных задач. 

Для построения математических моделей мате-
риальных объектов и их взаимодействий в классе за-
дач геометрического проектирования используются 
методы евклидовой геометрии. 

Цель работы. Целью работы является проверка 
выполнимости аксиом евклидовой геометрии в трех-
мерном интервальном пространстве как дальнейшее 
развитие теории интервальной геометрии в геометри-
ческом проектировании и использование положений и 
методов евклидовой геометрии для разработки конст-
руктивных средств математического моделирования и 
эффективных методов решения оптимизационных за-
дач размещения в интервальных пространствах. 

Обсуждение результатов. Рассмотрим интер-
вальное пространство 

3
sI R =  s s sI R I R I R , 

где sI R  – расширенное  пространство центрирован-

ных  интервалов, 
3( , , )        sU X Y Z I R , 

,     x sX x  I R ,  ,     y sY y  I R , 

,     z sZ z  I R . 

В пространстве 3
sI R  определена метрика [12] и 

арифметические операции. 
В работах [15, 16] введены такие понятия интер-

вальной геометрии как интервальная квазилинейная 
поверхность, интервальная псевдоплоскость, а также 
интервальная ломаная, интервальная псевдопрямая, 
интервальная прямая 

Аксиомы связи 
Пусть имеется произвольная тройка точек 

3
3( , , ) , {1,2,3}         i i i i sU X Y Z i JI R ,    (1) 
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,     
ii i x sX x  I R , ,     

ii i y sY y  I R , 

,     
ii i z sZ z  I R , 3i J ,   (2) 

таких, что 1 2U U  согласно определению равных то-

чек пространства sI R  [12] и, кроме того, интерваль-

ные координаты (2) этих точек удовлетворяют нера-
венствам 
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 
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,                   (3) 

где 1 2 31 , , 6 h h h . 

Тогда через точки 1 2 3, ,U U U  проходят интер-

вальные псевдоплоскости 1
Π , 2

Π  и 3
Π , которые оп-

ределяются своими интервальными уравнениями [15, 
16] соответственно 

 
( ) ( )                A X b Y c Z D  0 , 

( ) ( )                a X B Y c Z D  0 ,         (4) 

( ) ( )                a X b Y C Z D  0 , 

 
где 

,    если  0
( )

,    если  0,

       
   

X
X

X

 
 

 
               (5) 

1,       sR X I R , 0,0  0 , ,    a sA a  I R , 

,    b sB b  I R , ,    c sC c  I R  

, 1, 2,3,     
ii i d sD d i I R , , , , a b c d R , 

, ,         x x sX x x  I R  – сопряжение [12] эле-

мента ,     x sX x  I R , символом ( )  обозначена 

операция интервального умножения в расширенном 
пространстве центрированных интервалов sI R  [12]. 

Пусть компоненты 
1 2 3 1 2 3
, , , , ,x x x y y y       коорди-

нат точек 3
1 2 3, ,  sU U U I R , удовлетворяющих нера-

венствам (3), таковы, что выполняются равенства 
 

1 2 1 2 1 2
, ,  x x y y z z      .                       (6) 

Тогда через эти точки проходит интервальная 
гиперплоскость [15] 3 sΠ I R , которая определяется 

интервальным уравнением 
 

( ) ( ) ( )             a X b Y c Z D   0 .        (7) 

Здесь , , a b c R , 3( , , )        sU X Y Z I R , 

 ,     d sD d  I R , ( )  U   определяется выраже-

нием (5). 
На основании разбиения пространства 3

sI R  [15]: 

 

3

1
 s

N

k
kI R Ω , 31 2  kΩ JJ J , 

где 34N ,  1 2 3 3
, , , ,  s s s s ni JiJ I I I I , 

 
1 1

int , 0 ,    s s x s xx x I I I R  

 
2 2

int , 0    s s x s xx x I I I R , 

    
3 3

, 0 0       s s x s x xcl x x x  I I I R , 

 3 3
, 0 ,   s x s xx  I I  

 3 3
, 0   s x s xx  I I , 

33 3 1 2 3
,     s s s s s s sI I I I R I I I , 

можно сделать вывод, что на каждом из интервальных 
множеств 3 skΩ I R ,   Nk J , функция 

( ) * * *       U X Y ZA B CF , участвующая 

в уравнении интервальной квазиповерхности [17], ли-
нейна, поэтому интервальную гиперповерхность, за-
данную уравнением (7), назовем линейной гиперпо-
верхностью, а каждое из множеств kΩ  областью ли-

нейности. 
Исходя из определения операции интервального 

умножения [12] A X  элемента  sX I R  на ин-

тервальное число  sA I R , заключаем, что вид ура-

внения (7) зависит от выбора множества kΩ  и от то-

го, какие значения принимают интервальные коэффи-
циенты i sA I R , 3 i J . 

Аксиомы порядка в трехмерном интервальной 
пространстве сформулированы в работе [18]. Однако, 
нужно исследовать множество точек выполнимости 
евклидовых аксиом в интервальном пространстве. 
Так, аксиома 1 выполняется не для любой пары точек 
пространства 3

sI R , а только для некоторого их под-

множества 3 sΓ I R  и такого, что его точки удовле-

творяют требованию (3). 
Возьмем три точки 3

3, {1, 2,3}     i sU i JΓ I R . 

Тогда, через эти точки проходит не более чем три ин-
тервальные псевдоплоскости, которые определяются 
равенствами вида (4) . 

Этот факт можно показать и несколько иначе, 
воспользовавшись следующим конструктивным дока-
зательством. 

Для этого рассмотрим образ интервальной пря-
мой L  в пространстве 6R  в результате отображения 
H  [13], которая задает некоторое линейное многооб-
разие в пространстве 6R . 

Из соотношения (7) следует, что образ интер-
вальной гиперплоскости в пространстве 6R  опреде-
ляется системой уравнений 

 

0

0.
      

        x y z d

a x b y c z d

a b c                     (8) 

Напомним, что интервальное отображение 
 

6
3( ) ( , , , , , ) ,  

i i ii i x i y i zU x y z R i J  H . 

Очевидно, что первое уравнение в системе (8) 
определяет некоторую плоскость в подпространстве 
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3 6xyzR R , а второе уравнение в этой же системе оп-

ределяет некоторую плоскость в подпространстве 
3 6

x y z
R R   . 

Кроме того, ясно, что 6 3 3 
x y zxyzR R R   . Эти об-

стоятельства, а также условие построения интерваль-
ной гиперплоскости через три данные точки [15] по-
зволяют определить однозначно коэффициенты ,a b  

и c , воспользовавшись известными в аналитической 
геометрии уравнением плоскости, проходящей через 
три точки 1 1 1( , , )x y z , 2 2 2( , , )x y z , 3 3 3( , , )x y z . 

Теперь предположим, что через точки 

1 1 11 1 1( , , , , , )x y zx y z    и 
2 2 22 2 2( , , , , , )x y zx y z    проходит 

два линейных многообразия, уравнения которых 
можно представить как две системы уравнений 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0,





      
      
x y za b c d

a x b y c y d
                          (9) 

1

2

1 1 1

2 2 2

0

0.

  


 

    
    

x y z d

x y z d

a b c

a b c

   

   
 

Так как каждая из этих систем по предположе-
нию имеет более одного решения, то уравнения, вхо-
дящие в эти системы, зависимы, т.е. отличаются толь-
ко множителем. А это значит, что линейные многооб-
разия совпадают, т.е. через точки 1 U  и 2 U  прохо-

дит единственное линейное многообразие, опреде-
ляемое системой уравнений (9). 

Следовательно, через точки 
3

3, {1, 2,3}     i sU i JΓ I R  проходит единствен-

ная интервальная гиперплоскость в трехмерном ин-
тервальном пространстве. 

Аксиома 3. На каждой прямой лежат, по крайней 
мере, две точки. Существуют три точки, не лежащие 
на одной прямой. 

Нетрудно непосредственной проверкой показать, 
что три точки  ( 0,0 , 0,0 )     ( 0,1 , 1,0 )    , ( 1,0 , 0,1 )     

не лежат ни на какой интервальной псевдопрямой. 
Аналогичным образом можно построить точку, 

лежащую на интервальной прямой L , если коэффи-
циенты a  и b  имеют другие знаки. 

Нетрудно убедиться, что три точки ( 0,0 , 0,0 )     

( 0,1 , 1,0 )    , ( 1,0 , 0,1 )     не лежат ни на какой интер-

вальной прямой L . 
Пусть 3

1 2,     sU U I R , есть две точки на интер-

вальной псевдопрямой L , заданной уравнением [16]. 
Определение 1. Часть интервальной псевдопря-

мой L , все точки которой лежат между точками 1 U  

и 2 U , называется интервальным псевдоотрезком, а 

точки 1 U  и 2 U  называются концами интервально-

го псевдоотрезка 1 2  U U . 

Определение 2. Если точки 1 U  и 2 U  являют-

ся точками интервальной прямой L , то часть интер-
вальной прямой L , лежащая между точками 1 U  и 

2 U , называется интервальным отрезком, а точки 

1 U  и 2 U  – концами интервального отрезка 

1 2  U U . 

Поскольку интервальная гиперплоскость являет-
ся частным случаем интервальной псевдоплоскости, 
то интервальная гиперплоскость также разбивает про-
странство 3

sI R  на две части 1P  и 2P , которые опреде-

ляются соответствующими неравенствами. 
Определение 3. Множества 1P  и 2P  называются 

интервальными псевдополуплоскостями пространства 
3
sI R , и в случае интервальной прямой множества 1P  и 

2P  называются интервальными полуплоскостями 

пространства 3
sI R . 

Аксиомы связи 
Таким образом, справедливы следующие выра-

жения: 
1. Какими бы ни были две точки 3

1  sU I R  і 
3

2  sU I R , существует прямая 3 sL I R , проходящая 

через точку 1U  и через точку 2U . 

Пусть имеется произвольная пара точек 
3

1 1 1 1( , , )        sU X Y Z I R  и 
3

2 2 2 1( , , )        sU X Y Z I R , ,     
ii i x sX x  I R , 

,     
ii i y sY y  I R , ,     

ii i z sZ z  I R , 1,2i , и 

таких, что 1 2    U U  согласно определению равных 

точек пространства sI R . 

2. На каждой прямой 3 sL I R  лежат, по край-

ней мере, две точки. Существуют три точки, не лежа-
щие на одной прямой. 

3. Какими бы ни были три точки 3
3, i sU i JI R , 

существует не более одной интервальной гиперплоско-
сти, проходящей через эти точки. 

Аксиомы порядка 
Аксиома 1. Если 1 2U U , 3 , 1,2  i sU iL I R , в 

одном направлении, то 2 1U U  в противоположном 

направлении. 
Таким образом, на интервальной прямой задано 

направление, которое соответствует непрерывному 
изменению интервального параметра. 

Если интервальная прямая [16], задана уравнениями 

0

0

0 ,

         
          
          

X X A T

Y Y B T

Z Z C T

                    (10) 

где , ,       sA B C I R  – координаты интервального 

направленного множества [17],    sT I R  – интер-

вальный параметр прямой, на L  есть два взаимно 
противоположных направления и в каждом из них 
любая пара точек ( , , ) , 1, 2        i i i iU X Y Z iL , на-

ходится в заданном отношении, которое выражается 
словом «предшествовать» и обозначается " " L . При 

этом направление на L  соответствует непрерывному 
изменению интервального параметра в соотношениях 
(10). 

Аксиома 2. В одном з двух направлений, если 

1 2U U , а 2 3U U , то 1 3U U . 
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Аксиома 3. В одном из двух направлений для ка-
ждой точки 2U  найдутся точки 1U  и 3U  такие, что 

1 2 3 U U UL L . 

Аксиома 4. Интервальная гиперплоскость в про-
странстве 3

sI R , которая задается интервальным урав-

нением ( ) UF 0 ,  

где ( ) ( ) ( ) ( )              U a X b Y c Z D  F , 

0,0  0 , разбивает все трехмерное интервальное 
пространство на два интервальных множества (полу-
пространства), точки которых удовлетворяют соот-
ветственно интервальным неравенствам [12] ( ) UF 0  

и ( ) UF 0 , согласно отношению порядка  в про-

странстве sI R . 

 
,0                   A X b Y C Z D 0 , 
,0                   A X b Y C Z D 0  

 Если 1U  і 2U  – две точки одного интервального 

полупространства, то интервальный отрезок 1 2[ , ]U U  

не пересекается с интервальной гиперплоскостью Π , 
если же точки 1U  і 2U  принадлежат разным полупро-

странствам, то отрезок 1 2[ , ]U U  пересекается с интер-

вальной гиперплоскостью Π . 
Аксиома параллельности. Через заданную точ-

ку вне данной интервальной псевдоплоскости можно 
провести в пространстве не более одной псевдопло-
скости, не пересекающей данную. 

Данный факт легко пояснить методом «от про-
тивного». 

В трехмерном интервальном пространстве при 
решении оптимизационной задачи размещении ин-
тервальных геометрических объектов используется 
поворот объектов на интервальные углы 

1 2 3( , , )       с интервальными осями координат. 

С этой целью определим вращение в 3
sI R  как 

действие, которое заключается в том, что каждой точ-
ке 3( , )        sU X , Y Z I R  ставится в соответствие 

точка 3( , )           sU X , Y Z I R  как результат ин-

тервального отображения вида 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

) ,

) ) ,

) ,

                     
                   
                    

X L X L Y L Z

Y M X M Y M Z

Z N X N Y N Z

 

 

1 1 3 1 2 3

1 1 3 1 2 3

1 2 3

cos cos sin cos sin ,

sin cos cos cos sin ,

cos sin ,

                

                

       

k k k k k

k k k k k

k k

L

M

N

 

 

2 1 3 1 2 3

2 1 3 1 2 3

2 2 3 3 1 2

3 1 2 3 2

cos cos sin cos cos ,

sin cos cos cos cos ,

sin cos , sin sin ,

cos sin , cos ,

                 

                 

               

             

k k k k k

k k k k k

k k k k

k k k

L

M

N L

M N

 

где  знак интервального умножения, 

, ,         x x sX x x  I R  – элемент, сопряженный 

элементу    sX I R . 

Аксиомы движения евклидова пространства вы-
полняются и в интервальной трехмерном пространстве. 

 
Выводы. В ходе проведенных исследований на 

основе введенных понятий, операций в интервальных 
пространствах, свойствах интервальных отображений 
построена система аксиом трехмерного интервально-
го пространства, проверена выполнимость аксиом ев-
клидовой геометрии в трехмерном интервальном про-
странстве. Результаты исследования могут быть ис-
пользованы как средства математического моделиро-
вания геометрических объектов с учетом погрешно-
стей исходных данных, их взаимодействия в интер-
вальных пространствах. 
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