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УДК 539.3 

Д. Д. ИСМАЙЫЛОВА 

ЗАДАЧА КРУЧЕНИЯ РАДИАЛЬНО-НЕОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРА 

Изучается задача кручения радиально-неоднородного изотропного полого цилиндра, когда боковые поверхности свободны от 
напряжений. Показано, что решение складывается из двух типов решений: проникающего решения и решения  типа пограничного слоя. 

Построены точные и асимптотическое решения задачи кручения цилиндра, когда упругие характеристики меняются по общим 
степенным законам, по радиусу. На основе проведенного анализа разъяснен характер напряженно-деформированного состояния цилиндра. 

Ключевые слова: однородные решения, пограничный слой, решение Сен-Венана, краевой эффект. 
 
Вивчається задача крутіння радіально-неоднорідного изотропного полого циліндра, коли бічні поверхні вільні від напружень. 

Показано, що рішення складається з двох типів рішень: проникаючого рішення і рішення типу прикордонного шару. 
Побудовано точні і асимптотичні рішення задачі кручення циліндра, коли пружні характеристики змінюються за загальними 

статечним законам, по радіусу. На основі проведеного аналізу роз'яснено характер напружено-деформованого стану циліндра. 
Ключові слова: однорідні рішення, прикордонний шар, рішення Сен-Венана, крайовий ефект. 
 
The problem of torsion of a radially inhomogeneous isotropic hollow cylinder is studied, when the side surfaces are free from stresses. It is 

shown that the solution consists of two types of solutions: a penetrating solution and a solution of the boundary layer type. 
Precise and asymptotic solutions of the torsion problem of the cylinder are constructed, when the elastic characteristics change according to 

general power laws, along the radius. Based on the analysis, the nature of the stress-strain state of the cylinder is explained. 
Keywords: homogeneous solutions, boundary layer, Saint-Venant solution, edge effect. 

 
Введение. В [1–3] разработана асимптотическая 

теория кручения для радиально-слоистых тел. Метод 
указанных работ был обобщен [4, 5] в задачах 
стационарных крутильных колебаний радиально-
слоистого цилиндра. 

В [6] методом асимптотического интегрирования 
уравнений теории упругости изучена задача кручения 
для радиально–неоднородного цилиндра малой 
толщины.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу 
кручения кругового радиально-неоднородного полого 
цилиндра. В цилиндрической системе координат 
область, занятая цилиндром обозначим через 

      1 2; , 0;2 , ;r r r z L L       . Будем считать, 

что модуль сдвига –  G G r  произвольная строго 

положительная интегрируемая функция. 
Уравнения равновесия при отсутствии  массовых 

сил в цилиндрической системе координат , ,r z  
имеют вид [7]: 

 

2
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rr z r
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                                   (1) 

 
где ,r   –компоненты тензора напряжений, 

которые выражаются через компоненты вектора 
перемещений следующим образом [7]:  
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Подставляя (2) в (1), получаем уравнения 

равновесия в перемещениях:  
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Здесь 
0 0

,
r z

R R
    – новые безразмерные 

переменные; 1 2
0 2

r r
R


  – радиус срединной 

поверхности цилиндра;  ,u u     – компонента 

вектора смещения;  
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; , ; , ; 1, 2 .s
s

r L
l l l s

R r
    
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Предполагаем, что боковая часть цилиндра 

свободна от напряжений, т.е.  
© Д. Д. Исмайылова. 2017 
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  0,
u u

G  
 

 
 

    
                          (4) 

при  
 

 1,2s s   ,                                                    

 
а на торцах заданы граничные условия 

 

 f  при ,l                                 (5) 

 
где  f   – достаточно гладкие 

функции, удовлетворяющие ус- 
ловиям равновесия. 

Решение задачи. Решение 
(3) будем искать в виде:  

 

     ,u m       ,     (6) 

 
где функция  m   подчинена 

условию  
 

   2 0.m m              (7) 

 
Подставляя (6) в (3), (4), с 

учетом (7) получаем:  
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(8), (9) можно представить в 
следующем виде  
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при ; ( 1;2) .  s s  

Введем гильбертово пространство H  со скалярным 
произведением 
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Лемма 1. Оператор :A H H  симметричен. 

Доказательство: Для    , Au D     имеем: 
 

т. е.  

   , , A u Au   

и оператор A  – симметричен. 
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Все собственные значения   2
k kA 

 
– ве- 

щественные, а собственные функции удовлетво- 
ряют условию ортогональности [8]:  
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где  
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2 0  –собственное значение оператора :A H H , 

и ему соответствует собственная функция  0   . 

Решение уравнения (3), удовлетворяющее  гра- 
ничным  условиям (4), можно представить в виде 

 
   

   
0

1

, ,

,






 

 

 

   

   

  k k
k k k

k

u u

E e B e                              (12) 

 
где  0 0,u E    –решение Сен-Венана; ,k kE B –

произвольные постоянные.  
На основании (12) имеем:  
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Укажем характер построенных решений. Для 

крутящих моментов kpM


 напряжений, действующих 

в сечении , const  имеем:  
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(14) подставим в (15): 

 

 

     

2

1

2

1

3
0

2

1

2

2 .k k

kp

k k k k
k

M E G d

G d B e E e






   



   

      








 

 
   

 



   (16) 

 
Умножим обе части (8) на 2  и проинтегрируем 

полученное выражение в  1 2;  : 

 

     

     

   

2

1

2

1

2

1

2

2 2

2

0.


  

     

 
    

 



















 
    



 
    



     

k
k

k
k

k k

G d

G d

G d

                  (17) 

 
С помощью интегрирования по частям и с 

использованием (9) из (17) получим:  
 

   
2

1

2 0kG d




      .                                   (18) 

 
Подставим (18) в (16):  
 

 
2

1

3
02 .kpM E G d




   

                                  (19) 

 
Из (19) видно, что постоянная 0E  пропор- 

циональна крутящим моментам kpM


 напряжений, 

действующих в сечении const  . Решение Сен-

Венана определяет внутреннее напряженно-де- 
формированное состояние цилиндра. Напряженное 
состояние, соответствующее второй  части решений 
(12), является самоуравновешенным в каждом 
сечении const   и имеет характер краевого эффекта, 

локализованного у торцов, что обосновывает принцип 
Сен-Венана. 

Подставим (14) в граничные условия (5):  
 

     
 

1

1 ,









 



    


   



k k
k k k k

l
k

G B e E e

f

           (20) 

 
где 
 

   
 

 
2

1

1

3

.

2

kpG M
f f

G d




 
 

   

  


 

 
Умножая (20) на  n   и интегрируя в 

переделах  1 2,  , с учетом (11) имеем:  

 

 

   
2

1

1

1
.







 

 

   







 

    

n n
n n n n

l

n
n

e B e E

f d
d

                              (21) 

 
После решения системы (21) определим 

неизвестные постоянные nB  и nE :  
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  ,
2 2

 


 

 

n nl l
n n

n
n n

t e t e
B

sh l   .
2 2

 


 

 

n nl l
n n

n
n n

t e t e
E

sh l
 

 
Допустим у цилиндра модуль сдвига задан в 

виде функции  
 

  0 , nG g                                                      (22) 

 
где n  – произвольное положительное число, 0g – 

постоянная. 
С учетом (22) из (8), (9) имеем:  
 

         2
2

1 1
0,

n n
      

 
  

     
   

  (23) 

 

   
0

 
 


    при .s    1;2s          (24) 

 
Общее решение (23) имеет вид:  
 

     2

1 1
2 2

n

n nCJ DY    


 

 
  

 
             (25) 

 
где    

1 1
2 2

,n nJ Y 
 

 

– функции Бесселя первого и 

второго родов, соответственно; ,C D  – произвольные 
постоянные. 

С помощью (25), удовлетворяя граничным 
условиям (24), относительно ,C D  получаем одно- 
родную линейную систему алгебраических урав- 
нений: 

 

   

   

1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

1 0
2

n n

n n

n
J J C

n
Y Y D

  

  

 

 

       
  

       
  

  

 
при .s 

                                                                  
(26) 

 

 1;2 .s  
 
Из условия существования нетривиальных 

решений этой системы получаем характеристическое 
уравнение: 

 

     

       

   

1,12
1 2 1 2

1
2

1,0 0,1
1 2

1 1
2 2

2
0,0

1
2

, , 1
2

1 0,
2

n

n n

n

n
L

L L

n
L

       

   





 



      
 

 
   
 

    
 

 (27) 

 
где 

           

         

,
1 2

1 1 1
2 2 2

2 1
1 1

2 2

; , 0;1 .

i j i j
n n n

j i
n n

L J Y

J Y i j

  

 

  

 

 

 
 

 
Трансцендентное уравнение (27) определяет 

счетное множество k , а соответствующие им 

постоянные ,k kC D  пропорциональны алгебраическим 

дополнениям элементов какой-либо строки опре- 
делителя системы (26). Для ,k kC D  имеем: 

 

   2 2 2
1 1

2 2

1 ,
2k k n k n k

n
C Y Y     

 

      
  

 

 

   2 2 2
1 1

2 2

1 .
2k k n k n k

n
D J J     

 

       
  

 (28) 

 
Подставляя (28) в (25) и суммируя по всем 

корням, получаем:  

 

     

     

0,12
2 2

1
1 2

0,0
2

1
2

, ;

1 ; ,
2

 






 


      

         

    

n

k n k k
k

n k k k

u L

n
L m          (29) 

 
где 

 

  ;k k
k k km E e B e       

 
           

         

,
2 2

1 1 1
2 2 2

2
1 1

2 2

,

; , 0;1 .

  

 

 

 

   

 

i j i j
n n n

j i
n n

L J Y

J Y i j
 

 
Для компонент тензора напряжений имеем:  
 

   

       

     

1 1,122
2 2

1
1 2

1,0 0,12
2 2 2

1 1
2 2

2
0,0

2
1

2

;

1 ; ;
2

1 ; ,
2

 



 




 


           

      

       

          

    

k

n

n k k
k

k n k k n k k

n k k k

L

n
L L

n
L m (30) 

 

   

     

0,12
2 2

1
1 2

0,0
2

1
2

;

1 ; .
2








 


      

       

    

n

k n k k
k

n k k k

L

n
L m  

 

Допустим цилиндр имеет малую толщину. 
Исследуем асимптотическое поведение решения задачи.  
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Положим  
 

1 21 , 1 ,                                                 (31) 

 

где 2 1

02

r r

R





 

– малый параметр, характеризующий 

толщину цилиндра. 
Подставляя (31) в (27), получаем:  
 

   1 2, , , 0.         
 

Лемма 2. Нули    функции  ,   при 

0   являются счетным множеством и представля- 
ются в  виде  

 

     1 2       
 

1)  1   состоит из двукратного нуля 0,   

2)   2   состоит из счетного множества нулей 

 .
2k

k
O

 


   

Доказательство: Представим  ,   в следую- 

щем виде:  
 

 
2

2 2 2

2
4 2

4 3

2
4

,

4 2 2 4
1 1 1

3 3 2 3 2

2 2 4 8
1 1

15 15 15 2 15 2

2 8
1 1

15 2 15 2

4 8
1 1 ... 0.

5 2 15 2

 

                        
                     

             

                  

 

  


 



n n

n n

n n

n n
      (32) 

 
Отметим что,  
 
   2

0, ,      
 

 
где  00

lim , 0.


 

    

Таким образом, получаем, что 0   является 

двукратным нулем  , .  Покажем, что все нули 

 0 ,   неограниченно возрастают при 0  . 

Предположим обратное. Допустим k k   при 

0  . Тогда справедливо предельное соотношение  
 

   00
lim , .k k

  


  
 

 
Предельные точки множества нулей k  при 

0   определяются из уравнения  

  4
0.k 


     

 
Полученное противоречие утверждает что, 

предположение о существовании ограниченных нулей 
при 0   невозможно, т.е. 

0
lim k




  . 

При 0   возможны следующие случаи:  
10) 0;k    

20) ;k const    

30) .k    

Аналогично методу [9] можно показать что 
случаи 10) и 30) здесь невозможны. Для построения 
асимптотики нулей группы 20) отыскиваем их  в виде:  

 

 k
k O


 


 

.
                                                  (33) 

 
Подставляя (33) в (27) и учитывая асимпто- 

тические разложения функций  
 

   
1 1

2 2

,n nJ Y 
 

  

 

при больших значениях аргумента [10], для k  

получаем:  
 

sin 2 0,k  т. е. .
2




 k

k

 
 

Перемещение и напряжения, соответствующие 
корню 2 0   определяются формулами  

 
       1 1 11

0 0, ; ; 0.nu E E                   (34) 

 
Полагая  1 1 1       , решения, соответ- 

ствующие множеству нулей  2  , можно предста- 

вить в виде:  
 

          2

1

, cos 1 ,k k k
k

u O m       




    
 

 

        2 20

1

sin 1 ,
k k k

k

g
O m     







      (35) 

 

        2
0

1

cos 1 .
k k k

k

g O m     




     
 

 

Для перемещения и напряжений имеем:  
 

         
     

1 2

2 1 2

, , , ,

, .

u u u  

    

     

    

 

  
 

 
Формулы (34) определяют внутреннее напря- 

женно-деформированное состояние цилиндра. Напря- 
женное состояние, определяемое формулами (35),  
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имеет характер пограничного слоя и первые члены 
его асимптотического разложения эквивалентны 
краевому эффекту Сен-Венана в теории неодно- 
родных плит [2, 3, 6]. 

 
Выводы. Решение задачи кручения радиально-

неоднородного цилиндра, когда боковые поверхности 
свободны от напряжений состоит из проникающих 
решений, которые определяются через крутящие 
моменты касательных напряжений, приложенных к 
сечению ξ=const и из погранслоев, локализованных у 
торцов цилиндра. 
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