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C. В. ТЕРЛИЧ 

АНАЛІТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ВЕРТИКАЛЬНИХ КОЛИВАНЬ ПЛАВУЧОГО ДОКУ У НЕЛІ-
НІЙНІЙ ПОСТАНОВЦІ З УРАХУВАННЯМ ЗАЯКОРІННЯ 

У статті виконане дослідження вертикальних коливань плавучого доку при умові його постановлення на станові якоря. Виконане матема-
тичний опис поведінки плавучого доку від хвиль та тиску вітру. Запропоновано ряд рівнянь для визначення амплітуди вертикальних коли-
вань. Розроблено ряд залежностей для визначення силових факторів у якірних канатах (ланцюгах) та  реакцій на станових (мертвих) якорях. 
Наведено рекомендації щодо використання запропонованих залежностей при їх використанні у практичних розрахунках. 

Ключові слова: плавучий док, динаміка моря, якірні системи, математичне моделювання. 
 

В статье выполнено исследование вертикальных колебаний плавучего дока при условии постановки на становые якоря. Выполнено матема-
тическое описание поведения плавучего дока от волн и давления ветра. Предложен ряд уравнений для определения амплитуды вертикаль-
ных колебаний. Разработан ряд зависимостей для определения силовых факторов в якорных канатах (цепях) и реакций на становых (мерт-
вых) якорях. Приведены рекомендации по использованию предложенных зависимостей при их применении в практических расчетах.  

Ключевые слова: плавучий док, динамика моря, якорные системы, математическое моделирование. 
 

In this article we have investigated the vertical oscillations of the floating dock on the condition statement on the bower. The mathematical description 
of the behavior of the floating dock from the waves and wind pressure. A number of equations to determine the amplitude of the vertical oscillations. 
A number of dependencies to determine the power factor in anchor ropes (chains) and reactions to become (the dead) anchors. The recommendations 
for the use proposed by dependency when used in practical calculations. The above article is aimed at facilitating the material calculate rational 
anchoring schemes. It takes into account the requirements of domestic and foreign design anchor devices. The studies of statics and dynamics of 
floating dock anchored in the general case of spatial tasks. It presents a practical method of calculation of anchor systems under different operating 
conditions. 

Keywords: floating dock, the sea dynamics, anchoring systems, mathematical modeling. 
 
Вступ. Розгляд задач про хитавицю плавучих 

об’єктів на якорях у лінійній постановці дозволяє до-
статньо глибоко досліджувати поведінку систем у 
просторовому та плоскому випадках. Разом із тим 
з’ясовано, що як теоретичне, так і прикладне  значен-
ня мають дослідження коливань у нелінійній постано-
вці з урахуванням жорсткісних характеристик систем 
заякоріння. У прикладному відношенні в першу чергу 
раціонально дослідити вертикальні коливання, які 
створюють найбільші зусилля у якірних в’язях. 

Аналіз публікацій за тематикою дослідження. 
Стан дослідження вітчизняних та закордонних авторів 
щодо динаміки плавучого доку при заякорінні про-
аналізовано автором у публікаціях [1–7]. В посібнику 
[1] наведено основні відомості щодо проектування, 
конструювання доків, їх пристроїв та систем, наведе-
но довідкові відомості щодо проектування технологі-
чних процесів. У джерелі [2] виконано дослідження 
статики і динаміки плавучих об’єктів для загального 
випадку просторової задачі, а також проаналізовані 
конкретні схеми, які мають важливе прикладне вико-
ристання. У підручнику [3] наведено розрахункові 
схеми визначення зовнішніх сил та внутрішніх зусиль 
у конструкціях нестандартних суден та засобів океа-
нотехніки. В посібнику [4] автором прийняті до уваги 
сучасні вимоги класифікаційних товариств щодо суд-
нових пристроїв. У перерахованих виданнях викорис-
товуються рівняння хитавиці суден. Незалежно аналі-
зуються кутова та вертикальна хитавиці і вони опи-
суються різними рівняннями. При цьому вплив якір-
них канатів не враховується. У працях [5, 6] дослі-
джено рух суден на регулярному хвилюванні. Скла-
дені рівняння, які описують вертикально-кільову хи-
тавицю, а окреме рівняння визначає поперечні рухи. В 
той же час вплив якірних канатів не розглядався.  

Мета статті. Створити математичний апарат для 
визначення параметрів вертикальної хитавиці плаву-
чого доку із урахуванням впливу якірних канатів, а 
також оцінки внутрішніх зусиль у елементах якірного, 

буксирного та швартовного пристроїв 
Вільні коливання плавучого доку. Рівняння ві-

льних вертикальних коливань на тихій воді з ураху-
ванням демпфірування має вигляд [7]: 

 
( ) ( )z xM M u R uβ+ + +

 ,                                       (1) 
 

де характеристика жорсткості R(u) приймається за 
формулами: 

 
3 3

1 2 02( ) , 0; ( ) , 0,R u K u K u u R u K u u= + ≤ =   
де u – відносне переміщення; 

К1, К2, К02 – чисельні коефіцієнти [7]. 
Рівняння системи плавдок-докуєме судно пред-

ставлено, як: 
2 ( ) 0zu n u f u+ + =  ,                                              (2) 

 

де ( )( )
z

R uf u
M M

=
+

.                                                      (3) 

Якщо систему можна вважати консервативною, 
то рівняння коливань прийме вигляд: 

 
( ) ( ) 0; ( ) 0.zM M u R u u f u+ + = + =                  (4) 
 
Вищенаведені рівняння коливань нелінійні, тому 

для їх розв’язання доцільно використати чисельні ме-
тоди нелінійної механіки. Іноді раціонально викорис-
тати ряд  наближених методів розв’язання, а резуль-
тати порівнювати між собою [8]. При нелінійних ко-
ливаннях частоти власних коливань залежать перш за 
все від величин їх амплітуд.  

При симетричному навантаженні (рис. 1, а) хара-
ктеристику жорсткості доцільно використовувати як 
непарний поліном: 
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3

1 2( ) ; ( 0)R u K u K u u= + ≠ .                                   (5) 
Згідно методу гармонійної лінеаризації, частоти 

коливань повинні визначатися у відповідності із інте-
гралом [7]: 

 

( )
2

2

0

1 sin sinf A d
A

π

λ τ τ τ
π

= ∫ .                              (6) 

 
Тоді при характеристиці за (5) власні частоти λz 

вертикальних коливань описуються залежністю: 
 

2 2 2
z xa Aλ ςν= + ,                                                     (7) 

 
де 

2 1 2;
z z

K Ka
M M M M

ν= =
+ +

.                              (8) 

У (7) Ах – амплітуди вертикальних коливань, а ζ 

– чисельний коефіцієнт, величина якого ζ = 3
4

. 

Способом прямої лінеаризації частоти власних 
коливань повинні находитись у відповідності до рів-
няння [9]: 

 
2 3

5

5 ( )
2

A

A

f u u du
A

λ
−

= ∫ .                                         (9) 

Тоді при жорсткій характеристиці у вигляді не-
парного поліному (5) формула для частот λz буде мати 
попередній вигляд (7), але при величині чисельного 

коефіцієнту ζ = 5
7

. 

 
Рис. 1– Лінійна (симетрична) характеристика жорсткості 

 
При наведенні характеристики R(u) кубічною па-

раболою (рис. 2) 
3

02( ) ;R u K u=                                                       (10)
   

у відповідності із наведеним вище справедливо: 
 

 2 2 02
0 0;z z

z

K
A

M M
λ ςν ν= =

+
,                             (11) 

 

де ζ має вищенаведені значення (ζ = 3
4

 або ζ = 5
7

).  

 

 
Рис. 2 – Нелінійна симетрична криволінійна характеристика 

жорсткості 
 

Так, наприклад, при ζ = 5
7  

00,845 .z zAλ ν=
 При несиметричному жорсткому навантаженні 

(рис. 3) характеристика жорсткості описується вира-
зом у вигляді двох непарних поліномів: 

 

 
Рис. 3 – Нелінійна несиметрична із двох прямих характери-

стика жорсткості 
 

3
1 2

3
1 2

( ) ; ( 0)

( ) ; ( 0)

R u K u K u u

R u K u K u u

= + ≥ 


= + 

.                          (12) 

 
У відповідності із (6) можна записати: 

( ) ( )
2

2

0

1. sin sin sin sin .f A d f A d
A

π π

π

λ τ τ τ τ τ τ
π

 
= + 

 
∫ ∫

 
За методом гармонійної лінеаризації власні часто-

ти λz вертикальних коливань описуються залежністю: 
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( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2

1 3. ,
2 8z za a Aλ ν ν= + + +                      (13) 

 
де 

 
2 21 1
1 2; ;

z z

K Ka a
M M M M

= =
+ +

                         (14) 

 

2 2
1 2; .

z z

K K
M M M M

ν ν= =
+ +

                          (15) 

 
При представленні функції R(u) у вигляді кубіч-

них парабол отримано: 
 

( ) ( )3 3
0202 , ( 0); ( ) , 0 ;R u K u u R u K u u= ≥ =   (16) 

 
а у відповідності із вищенаведеним отримано резуль-
тат: 

 

( )2 2
01 02

3 ,
8z zAλ λ λ= +                                          (17) 

 
де 

 

02 02
01 02; .

z z

K K
M M M M

ν ν= =
+ +

                      (18) 

 

 
Рис. 4 – Нелінійна несиметрична криволінійна характерис-

тика жорсткості 
 

В цьому випадку власні частоти також зале-
жать від амплітуд коливання. 

При випадку, коли жорсткісна характеристика 
R(u) має вигляд двох прямолінійних відрізків, справе-
дливо: 

 
( ) ( )( ) , 0 ; ( ) ; 0 .R u Ku u R u Ku u= ≥ =         (19) 

 
В цьому випадку 
 

( )2 2 2
1 2

1 ,
2z a aλ = +                                               (20) 

 

де 
2 21 1
1 2; ;

z z

K Ka a
M M M M

= =
+ +                           (21) 

 
Під час проведення практичних розрахунків ві-

льних вертикальних коливань плавучих споруд найбі-
льший інтерес викликають: величини частот λz при 
значеннях амплітуд Az, які викликано зовнішніми си-
лами при змушених коливаннях; величини амплітуд 
Аz при яких мають місце значення частот λz близькі до 
частоти р збуджуючої сили. 

Вимушені коливання плавучого доку. Рівнян-
ня вимушених вертикальних коливань при нелінійній 
постановці задачі має вигляд [10] 

 
( ) ( ) ( ),z z zM M u R u P tβ+ + + =                         (22) 
 

де всі позначення аналогічні наведеним для вільних 
коливань. Згідно теорії нелінійних коливань раціона-
льно розглянути наближенні розв’язання цього рів-
няння, які основані на лінеаризації рухомої системи. 
При цьому джерелами збуджень є морське хвилюван-
ня та тиск вітру, які можна описати рівнянням Pz(t) = 
Pz sin(pt + δ) [10, 11]. Тоді залежність (22) матиме ви-
гляд 

 

( )2 ( ) sin ,z
z

z

Pu n u f u pt
M M

δ+ + = +
+

              (23) 

 
де f(u) за (3). Для консервативних систем справедливо: 

 

( )( ) sin .z

z

Pu f u pt
M M

δ+ = +
+

                          (24) 

 
В результати розв’язання рівнянь важливо отри-

мати залежність для амплітуд Аz вимушених коли-
вань, які необхідні далі для визначення та опису час-
тот коливань внутрішніх зусиль у якірних канатах 
плавучої споруди. Для розв’язання рівняння (24) ви-
користано метод прямої лінеаризації за яким прийня-
то f(u) = λ2

z(Az)u. Таким чином рівняння (24) прийме 
вигляд 

 

( )22 ( ) sin .z
z z z

z

Pu n u A u pt
M M

λ δ+ + = +
+

         (25) 

 
Тут і надалі [7] 
 

( ) ( )2

2 2 22 2
2

2 2

sin , ,

1tan 2 , .

1 4

z
z zДХ

z z

z
ДХ

z

z
z z

Pu A pt A k
M M

n p k
p p pn

δ ε
λ

ε
λ

λ λ

= + + =
+

= − =
−  

− + 
   

Звідси амплітуда вимушених коливань Аz дорів-
нюватиме 
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( ) 22 2 2 2

1 .
4

z
z

z
z z z

PA
M M A p n pλ

= ⋅
+  − + 

      (26) 

 
При знехтуванні затухання коливань 
 

( )2 2

1 .z
z

z z z

PA
M M A pλ

= ⋅
+ −

                            (27) 

 
Випадок симетричної характеристики жорст-

кості R(u) у вигляді непарного поліному. При вико-
ристанні для частоти коливань залежності (7) амплі-
туда Az вимушених коливань із урахуванням демпфі-
рування знаходиться із виразу 

 
( )3 2 2 ,z z zA a p A Bςν + − =                                    (28) 

 
де 

2
2 2 24 .z

z z z
z

PB n p A
M M

 
= − +                             (29)

 

 

Тут ν та а2 прийнято за (8), а коефіцієнт ζ = 3
4

 

при гармонійній лінеаризації та ζ = 5
7

при прямій лі-

неаризації. При знехтуванні затуханням коливань 
 

.z
z

z

PB
M M

=
+

                                                   (30) 

 
Рівняння (28) має один дійсний корінь Az та лег-

ко розв’язується шляхом табуляції і може буде пере-
вірено графічно. Це фактично точка перетину кривих 

 
( )3 2 2

1 2; .z z zy A a p A y Bςν= + − =                   (31) 
 
Для спрощення  рівнянь (31) та можливості його 

використання у прикладних розрахунках введені поз-
начення: Н1 – горизонтальні складові розтягнення у 
носовій та кормовій якірних в’язях у початковому 
стані; Н2, 2H  – ті ж складові (носова та кормова від-
повідно) у робочому стані. Отримано 

 
3

22 1 2 1 2;z zH K A K A H H H= + + = .                (32) 
 
При довгих якірних в’язях величини Н2, 2H є на-

вантаженнями на якоря, а короткими – вертикальними 
складовими навантаження. Подальші розрахунки ди-
наміки системи плавуча споруда – якірний пристрій – 
ґрунт може бути виконано за статистичними залежно-
стями. 

Випадок симетричної характеристики жорст-
кості R(u) у вигляді кубічної параболи. Для цього 
випадку амплітуда Az вимушених коливань визнача-
ється з рівняння 

3 2
0 ,z z zA p A Bςν − =                                              (33) 

де чисельний коефіцієнт ζ має незмінні величини, ν0 
визначається за (11), а Вz за (29) при наявності зату-
хання коливань і за (30) при відсутності затухання. 
Навантаження у якірних ланцюгах складатимуть 

 
3

22 02 1 2; .zH K A H H H= + =                              (34) 
 
Випадок несиметричної характеристики жор-

сткості R(u) у вигляді непарних поліномів. Для час-
тот коливань використовується залежність (13). Для 
визначення амплітуд Аz вимушених коливань викори-
стовуючи (14) та (15) отримано  

 

( )
2 2

3 21 2
1 2

3 ,
8 2z z z

a aA p A Bν ν
 +

+ + − = 
 

              (35) 

 
де 2

1a , 2
2a , 1ν , 2ν  визначаються за (14), (15). Дійсний 

корінь Аz знаходиться шляхом табуляції, прийнявши 
 

( )
2 2

3 21 2
1 1 2

2

3 ;
8 2z z

z

a ay A p A

y B

ν ν
 +

= + + − 
 

=

               (36) 

 
Навантаження у ланцюгах становлять: 
 

3
2 1 2 1

3
2 1 2 1

;

.
z z

z z

H K A K A H

H K A K A H

= + +

= + +
                                     (37) 

 
Випадок несиметричної характеристики жор-

сткості R(u) у вигляді кубічних парабол. Амплітуда 
коливань Аz визначається із рівняння 

 

( ) 3 2
01 02

3 .
8 z z zA p A Bν ν+ − =                                 (38) 

 
Рівняння розв’язується аналітично і після підста-

новки отримано 
 

3 3
2 022 01 1 1; .z zH K A H H K A H= + = +                (39) 

 
Випадок несиметричної характеристики жор-

сткості R(u) у вигляді двох прямолінійних відріз-
ків. Для частот коливань було наведено залежність 
(20), звідки амплітуда дорівнює 

 

( )2 2 2
1 2

2
,

2
z

Z
BA

a a p
=

+ −
                                       (40) 

 
де 2 2

1 2,a a   за (21), а zB  за (30). В робочому стані нава-
нтаження складатимуть 

22 1 1; .z zH KA H H K A H= + = +  
 
Висновки. Створено розрахункову базу визна-

чення амплітуди ZA  вертикальних змушених коли-
вань несамохідних плавучих споруд з урахуванням їх 
заякоріння, навантажень у якірних канатах у залежно-
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сті від хвильового тиску Pz та його частот  р, від опо-
ру пz та інших факторів. 
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