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УДК 519.213.7,  519.233.22 

В. Л. ШЕРГИН, Э. Э. ДЕРЕЗА, В. С. ПЕРЕДЕРИЙ 

ОЦЕНИВАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЯ ХЁРСТА ДЛЯ ПРОЦЕССОВ ЛЕВИ 

Розглядається задача оцінювання показника Херста самоподібних випадкових процесів з альфа-стійкими прирістами. Проведено аналіз 
існуючих методів оцінювання показника Херста та висунута умова їхньої придатності щодо процесів Леві. Розв'язання поставленої задачи 
грунтується на застосуванні метода дробових моментів. Для процеса Леві з незалежними прирістами вирішено задачу оптимального 
підбору величини моменту. За рахунок цього забезпечується субефективне оцінювання характеристики самоподібності. У порівнянні з 
існуючими методами, запропонований характеризується простотою реализації, набагато більшою швидкодією та меншими витратами 
пам'яті.  

Ключові слова: показник Херста, процес Леві, стійки розподіли, оцінювання індексу стійкості, дробові моменти. 
 

Рассмотрена задача оценивания показателя Хёрста самоподобных случайных процессов с альфа-устойчивыми приращениями. Проведён 
анализ существующих методов оценки показателя Хёрста и сформулировано условие их применимости к процессам Леви. Решение 
поставленной задачи основано на использовании метода дробных моментов. Для процесса Леви с независимыми приращениями решена 
задача оптимального подбора величины используемого момента, обеспечивающая субэффективное оценивание характеристики 
самоподобия. По сравнению с существующими, предложенный метод характеризуется простотой реализации, намного более высоким 
быстродействием и меньшими затратами памяти.  

Ключевые слова: показатель Хёрста, процесс Леви, устойчивые распределения, оценка индекса устойчивости, дробные моменты. 
 

The work proposes a method for estimating the stability index of alpha-stable distributions by using moments of fractional order. Provided numerical 
modeling has fully justified all of the results. Comparative analysis of the efficiency among the proposed method of estimating the stability index and 
widely used methods was performed. Proposal method is much simpler, far faster and substantially less memory required. 

Estimation of Hurst exponent of self-similar stochastic processes with alpha-stable increments was performed. Methods of estimating Hurst 
exponent were analyzed. The condition of their applicability to the Lévy processes is formulated. For the Lévy processes with independent increments 
the problem of optimal selection the order of sample moment used is solved. Using a sample moments with proposed order provides sub-effective 
evaluation of the stability index which is also a characteristic of self-similarity. 

Keywords: Hurst exponent, Lévy process, stable distributions, stability factor estimation, fractional moments. 

 
Введение. Самоподобие является свойством, 

присущим широкому кругу процессов и явлений есте-
ственнонаучного, техногенного, информационного, 
экономического характера. Если при этом изучаемые 
процессы или явления подвержены фактору случай-
ности, то говорят о статистическом самоподобии, то 
есть об инвариантности статистических характери-
стик случайных процессов относительно аффинных 
преобразований шкал измерения. Исследование 
свойств самоподобных случайных процессов пред-
ставляет интерес как в теоретическом плане, так и с 
точки зрения практического применения. Настоящая 
статья посвящена одному из аспектов этой проблемы, 
связанному с математическим моделированием само-
подобных случайных процессов и оцениванием пока-
зателя Хёрста, являющегося мерой масштабного са-
моподобия (скейлинга). 

Процессы, обладающие свойствами самоподо-
бия, можно разделить на две группы [1]: монофрак-

тальные и мультифрактальные. Монофрактальные 
процессы являются однородными в том cмыcле, что 
их скейлинговые характеристики остаются неизмен-
ными на любом диапазоне масштабов и обладают од-
ним показателем скейлинга. Мультифрактальные 
процессы допускают разложение на участки с различ-
ными локальными масштабными свойствами и харак-
теризуются спектром скейлинговых показателей. 

Традиционно [2] в качестве модели самоподоб-
ных процессов используется модель фрактального 
броуновского движения [3], согласно которой прира-
щения стохастического процесса  

( , ) ( ) ( )X t X t X t     предполагаются распреде-
лёнными по нормальному (гауссовскому) закону. Од-
нако, такая модель не охватывает всего разнообразия 
стохастических процессов, обладающих свойством 
самоподобия, что отмечалось ещё Мандельбротом [4]. 
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 Ограничивающим фактором этой модели является 
гауссовость приращений. Более общей моделью явля-
ется модель процесса Леви [5], согласно которой при-
ращения случайной величины следуют симметрично-
му α- устойчивому (symmetric alpha-stable - S S ) 
распределению. Гауссовское распределение является 
частным случаем S S - распределения, соответству-
ющим α=2. 

Существует множество методов оценивания па-
раметров самоподобных и мультифрактальных про-
цессов по временным рядам. При оценивании показа-
теля Хёрста на практике наиболее часто используются 
методы нормированного размаха (RS-метод), измене-
ния дисперсии ряда, флуктуационного анализа и дру-
гие [6]. При оценивании мультифрактальных характе-
ристик одним из наиболее востребованных является 
метод мультифрактального детрендированного флук-
туационного анализа (МФДФА) [7]. 

Вместе с тем, существующие методы оценивания 
показателя Хёрста (как обычного, так и обобщённого) 
ориентированы на модель случайного процесса с 
гауссовыми приращениями, а не с α - устойчивыми. В 
силу того, что α - устойчивые распределения не име-
ют моментов большего или равного порядка, чем α 
[8], традиционные методы оценивания показателя 
Хёрста либо становятся неработоспособными, либо 
их применение теряет теоретическое обоснование. В 
связи с этим ставится задача анализа требований к 
методам оценки показателя Хёрста для процессов Ле-
ви и соответствующая модификация этих методов. 

Для решения поставленной задачи предполагает-
ся рассмотреть математические модели самоподоб-
ных случайных процессов, уделив особое внимание 
процессу Леви, проанализировать ограничения, нала-
гаемые на методы оценивания показателя Хёрста при 
их применении к процессам Леви. В работе будет по-
казано, что предложенный метод оценивания индекса 
устойчивости с помощью дробных моментов позволя-
ет также получать и оценку показателя Хёрста в слу-
чае, когда приращения случайного процесса являются 
независимыми. Взгляд на перспективы и направления 
дальнейших исследований завершает работу. 

Математические модели самоподобных 
случайных процессов. Стохастический процесс 

( ), 0X t t   с непрерывной действительной 

переменной времени называется самоподобным с 
параметром , 0 1H H  , если для любого 

вещественного значения 0a   законы распределения 

Law   для ( )X t  и ( )Ha X at  совпадают. Очевидно, 

что в этом случае законы распределения ( )X at  и 

( )Ha X t  также будут совпадать: 

   Law ( ) Law ( )HX a t a X t .                            (1) 

Параметр H , называемый показателем Хёрста, 
представляет собой меру самоподобия стохасти-
ческого процесса. 

Дальнейшими обобщениями монофрактальных 
самоподобных процессов (1) являются нестационар-
ные самоподобные процессы 

 ( )Law{ ( )} Law{ }H tX a t a X t  ,                        (2) 

и мультифрактальные процессы  
 

 ( )Law{ ( )} Law{ }H aX a t a X t  .                        (3) 

В обоих случаях показатель Хёрста не является 
постоянным. Важно отметить, что модели 
стационарных, нестационарных и мультифрактальных 
самоподобных процессов (1)-(3) являются 
инвариантными относительно вида самого закона 
распределения случайной величины ( )X t , или её 

приращений ( , ) ( ) ( )X t X t X t     . На практике к 

закону распределения приращений предъявляется 
естественное требование бесконечной делимости [5], 
что обеспечивает инвариантность закона 
распределения приращения случайной величины 
относительно количества отсчётов временного ряда, 
за которое оно берётся. 

В традиционной модели фрактального 
броуновского движения [3] случайный процесс 

( ), 0X t t   наделяется следующими свойствами: 

 процесс начинается в точке 0 ( (0) 0X  ); 

 выполняется свойство непрерывности 

(справа): 0    
0

lim ( ) ( ) 0
h

P X t h X t 


    ; 

 приращения являются стационарными, т.е. 
закон распределения ( ) ( ) ( )X X t X t      не 

зависит от t ; 
 приращения следуют нормальному 

(гауссовскому) закону распределения с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсией, равной 

2 2H  : 
 

 ( ) ;0, HX N      .                                      (4) 

Частным случаем такой модели, 
соответствующей 1 / 2H  , является модель 
одномерного случайного блуждания (процесс 
Винера). В этом (и только в этом) случае приращения 
являются независимыми. 

Процессы Леви. Обобщением модели 
винеровского процесса является процесс Леви 
(называемый также “полёт Леви” – Levy flight [4]). 
Отличие состоит в том, что закон распределения 
приращений не гауссовский (4), а   устойчивый 

 ; , , ,g x     : 

 

 ( ) ; ,X g     .                                              (5) 

Параметры   устойчивых законов имеют 
следующий смысл [8]: (0, 2]   – параметр 

устойчивости; 1 1    – параметр асимметрии; 

0   – параметр масштаба;      – параметр 

положения (смещения). 
Для моделирования приращений процесса Леви 

обычно рассматриваются симметричные 
  устойчивые законы ( S S -законы), т.е. 0   , 

что и было отражено в (5). 
Основным свойством   устойчивых законов 

является устойчивость к суммированию: сумма 
конечного числа таких величин с одинаковым 
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значением   (и произвольными , ,   ) также 

следует   устойчивому закону: 
 

   1 2 0... nLaw X X X Law X    , 

 ; , , ,i i i iX g x     , 1,...,i n .                             (6) 

 
Кроме того, такие законы инвариантны к 

линейным преобразованиям: если 

 ; , , ,X g x     , то  

 

 ; , , | |,Y aX b g y a b        .                  (7) 

Из (6), (7), в частности, следует, что для 
одинаково распределённых случайных величин 

 ; , , ,iX g x      справедливо 

 

   1 1 2 2 0... n n iLaw c X c X c X Law c X    .        (8) 

При этом выполняется соотношение 
 

0
1

n

i
i

c c 



  .                                                            (9) 

Из приведённых свойств   устойчивых 
законов следует, что если приращения 
стохастического процесса ( , ) ( ) ( )X t X t X t      

следуют S S -закону (5), то они являются 
независимыми, а сами значения ( )X t , 0t   также 

следуют S S -закону (с тем же значением  ). При 
этом для каждого 0c  , 0t   выполняется  
соотношение 

 

   1/( ) c ( )Law X ct Law X t .                            (10) 

Сравнивая выражения (1) и (10), понятно, что 
альфа-устойчивые процессы Леви с независимыми 
приращениями обладают свойствами самоподобия с 
показателем Хёрста, равным 

 
1/H  .                                                             (11) 

 
Подобно тому, как модель одномерного 

случайного блуждания (винеровского процесса) была 
обобщена до модели фрактального броуновского 
движения путём введения в (4) показателя Хёрста, 
модель процесса Леви также можно рассматривать в 
обобщённом варианте, допуская, что показатель 
Хёрста является самостоятельным параметром, не 
обязательно равным (11). 

Особенности оценивания показателя Хёрста 
для процессов Леви. Непосредственно из 
определяющего свойства (1) самоподобного 
случайного процесса следует, что его начальные 
моменты имеют вид 

   
 

M ( ) M (1)

M (1) ( )

SS H
q

SsH sH

X t t X

t X C s t

   

  
,                  (12) 

где  ( ) M (1) ( )
S

C s X const t  . 

Соотношение (12) является основой для 

построения и математического обоснования методов 
оценивания показателя Хёрста, таких, как метод 
изменения дисперсии ряда, флуктуационного анализа, 
метод МФДФА [9]. Параметр 0s   в (12) является 
свободным и его обычно выбирают равным единице 
(метод линейной размерности), двум (метод 
изменения дисперсии ряда), или произвольно, 
предоставляя выбор пользователю (метод 
флуктуационного анализа). Если для моделей с 
гауссовским приращением такой подход вполне 
обоснован, то в случае процессов Леви следует 
учитывать, что   устойчивые распределения (при 

2  ) обладают моментами только в диапазоне 
1 s    . 

По этой причине метод изменения дисперсии 
ряда, как и весьма популярный метод 
нормированного размаха (RS-метод), неприменимы к 
оцениванию показателя Хёрста процессов Леви. Более 
того, выборочные оценки начальных моментов (12) 

 

1

1
( ) ( )

n
s

n
k

Z s X k
n




  ,                                        (13) 

будут иметь ограниченную дисперсию только 
при / 2s  . По этой причине оценивание показателя 
Хёрста методом линейной фрактальной размерности 
( 1s  ) хоть и допустимо, но точность оценивания 
будет низка; дисперсия получаемых оценок 
показателя Хёрста будет неограничена. 

Таким образом, для оценивания показателя 
Хёрста процессов Леви можно применить метод 
флуктуационного анализа, или его обобщение 
МФДФА, однако на величины используемых 
моментов следует наложить ограничение: 

 
0 / 2s   .                                                      (14) 
 
При этом значение показателя устойчивости   

может быть как заранее известным, так и нет. В 
последнем случае оценивание показателя Хёрста 
должно, очевидно, предваряться оцениванием 
показателя устойчивости. 

Одним из перспективных методов оценки 
показателя устойчивости  -устойчивых случайных 
величин является метод дробных моментов [10]. 

Оценивание индекса устойчивости методом 
дробных моментов. В методе дробных моментов 
индекс устойчивости ( ) оценивается с помощью 
выборочных моментов (13) дробного порядка s . При 
этом величина этого дробного порядка итеративно 
подбирается так, чтобы получаемые оценки индекса 
устойчивости были субэффективными, т.е. имели бы 
минимально достижимую в рамках применяемого 
метода дисперсию. Точная оценка индекса 
устойчивости имеет вид: 

 


1 1

( , )
1 ( ( ) ( )) 1 (1 ( ))n n

s s
n s

s Z s Y s


  
   

,     (15) 

где введены обозначения ( ) ( ) ( ) 1n nY s s Z s   , 

2( ) cos( ) (1 ) 1ss s     . 

Оценка (15), несмотря на простоту 
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математической записи, имеет очевидный недостаток, 
связанный с использованием функции 1

( )u , 

обратной к гамма-функции ( )u x  . Эта функция не 

только не относится к элементарным (с точки зрения 
математики), но и не реализована ни в одном из 
известных инженерных и математических пакетов. В 
связи с этим в [11] предложено аппроксимировать 
(15) выражениями 

 
  1

1
1 1( , ) ( )nn s s a b Y s   ,или

  2

1 2
2 2 2( , ) ( ) ( )n nn s s a b Y s c Y s     ,               (16) 

 
где 1 1.19236a  , 1 0.64072b  , 

2 2 21.11877, =0.70107, = 0.012374a b c ⎯ . 

В работе [11] показано, что при 
( 1;0) (0; )s     (случай 0s   следует исключить 

как вырожденный) оценки (15) являются 
состоятельными и несмещёнными, а смещение оценок 
(16) невелико, обусловлено погрешностью 
разложения в ряд функции 1

( )u  и может быть 
уменьшено за счёт увеличения числа членов ряда. 

Полученное выражение дисперсии оценок 
( , )D n s 
   имеет вид 


2

0 ( , )
[ ( , )]

b D s
D n s

n


  , где 

 

2
22

0 4

( )
(1 2 ) (1 )

(2 )
( , )

(1 ) 1s

s

s
s ss

D s


 




    

 
 
 

  
.               (17) 

Из выражения (17) следует, что дисперсия 
оценок (15)-(16) является конечной на интервале 

1
2 2( ; )s   . График функции 0 ( , )D s  представлен на 

рис. 1. 
 

 
Рис. 1 – График асимптотической дисперсии оценок 

0 ( , )D s  по модели (16) 

 
Приведённый график иллюстрирует тот факт, 

что для каждого значения оцениваемой величины   
существуют оптимальные значения дробного порядка 

 min 0
1/ 2 /2

( ) arg min ( , )
s

s D s


 
  

 , обеспечивающие 

локальный минимум величине асимптотической 
дисперсии оценок.  

Эта зависимость может быть аппроксимирована 
выражением 

 
1.2332

min 0.35281pows   ,                                         (18) 

Таким образом, для оценки индекса 
устойчивости можно применить простейшую 
итерационную процедуру: 

 
 ( 1) ( )

min ( , )m pow ms s n s  ,   1, 2,...m                    (19) 

где функции 
min ( )pows   и  ( )( , )mn s  вычисляются 

согласно (18) и (16) соответственно. 
Условие выхода из (19) имеет вид 

( 1) ( )m ms s tol   . В качестве значений (0)s  и tol  

можно взять 0.25  и 410  соответственно. 
Результаты численного моделирования показали, 

что процедура (19) обеспечивает оценку индекса 
устойчивости в диапазоне 0.6 1.9   с 

погрешностью 410tol   не более, чем за пять 
итераций. Основным достоинством описанного 
метода является низкая вычислительная сложность, 
составляющая ( )n  за одну итерацию (19). Основным 

компонентом вычислений является расчёт самих 
дробных моментов (13). 

Выводы и перспективы дальнейших 
исследований. В работе рассмотрены 
математические модели самоподобных случайных 
процессов. Отмечено, что одной из таковых является 
модель процессов Леви, известная также как Levy 
flight. Проведён анализ существующих методов 
оценки показателя Хёрста и их применимость для 
процессов Леви. Он показал, что метод 
нормированного размаха и метод изменения 
дисперсии ряда неприменимы к анализу временных 
рядов, порождённых процессом Леви, а при 
использовании методов флуктуационного анализа и 
МФДФА на порядок используемых моментов 
накладывается ограничение: 0 / 2 1s    . 
Рассмотрен частный случай процесса Леви, при 
котором приращения независимы. Вследствие этого 
показатель Хёрста и индекс устойчивости 
функционально связаны соотношением 1 /H  . Для 
этого частного случая решена задача оптимального 
подбора величины используемого момента, 
обеспечивающая субэффективное оценивание 
характеристики самоподобия. 

Направлением дальнейших исследований 
должно стать обобщение предложенного подхода, 
основанного на методе дробных моментов, на 
процессы Леви общего вида с целью подбора такого 
порядка момента, при котором обеспечивается 
наибольшая точность оценивания показателя Хёрста. 
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