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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛЕДЯЩЕГО ПРИВОДА 

Представлена типовая нелинейная математическая модель следящего привода с дроссельным регулированием. Математическая модель 
адаптирована на приводы специального технологического оборудования, построенные на основе стандартных модулей, с использованием 
для оценки динамических характеристик паспортных данных устройств привода. Даны рекомендации по заданию исходных данных и вы-
бору граничных данных условий для численного моделирования математической системы. Представлена оценка устойчивости, качества 
регулирования и коррекции динамических свойств привода. 
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Введение. Современное специальное технологи-

ческое оборудование, в частности оборудование для 
механической обработки материалов, предъявляет 
высокие требования к характеристикам приводов по 
точности реализации заданных законов движения вы-
ходного звена, что достигается использованием сле-
дящего привода (СП). 

Анализ последних исследований и публика-
ций. Важным этапом в проектировании ЭГСП являет-
ся оценка устойчивости, качества регулирования и 
коррекция динамических свойств привода. Выполне-
ние данного этапа связано с разработкой математиче-
ской модели нестационарных электрогидромеханиче-
ских процессов, протекающих в приводе. Математи-
ческие модели динамических процессов, представ-
ленные в литературе [1 – 4], не могут быть обобщены 
на весь класс рассматриваемых ЭГСП. Ряд из них 
ориентирован на определенные конструкции 
устройств привода, в особенности ЭГУ (в основном 

авторы рассматривают двухкаскадные ЭГУ типа соп-
ло-заслонка-золотник с пружинным подпором золот-
ника). В своем большинстве модели требуют опреде-
ления параметров, которые не могут быть оценены из 
паспортных данных стандартных устройств или вы-
явлены на стадии предварительного проектирования. 
Удобные в рассмотрении линейные модели допуска-
ют ряд существенных упрощений (аппроксимация 
расходно-перепадных характеристик, исключение зон 
насыщения и нечувствительности и др.). В этой связи 
возникает потребность иметь универсальную модель 
СП. Так как проектирование приводов чаще всего осу-
ществляется на базе стандартных модулей [5–7], данная 
модель должна предельно отражать характеристики 
элементов и динамические процессы для минимального 
набора параметров, содержащихся в технических дан-
ных номенклатуры выпускаемых устройств. 

Пример следящего привода с дроссельным регу-
лированием представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1 – Принципиальная схема СП: ЭБ – электрический блок; ЭМП – электромеханический преобразователь;  

ГУ – гидроусилитель; ЭГУ – электрогидравлический усилитель; ГД – гидродвигатель©Т. Я. Таванюк. 2015 
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Целью работы является разработка типовой не-
линейной математической модели электрогидравли-
ческого следящего привода с дроссельным регулиро-
ванием, адаптированной на приводы специального 
технологического оборудования, построенные на ос-
нове стандартных модулей, с использованием для 
оценки динамических характеристик паспортных 
данных устройств привода. 

Материалы и результаты исследования. Вы-
делим основные элементы ЭГСП: ГД, ЭГУ, ДОС, ЭБ. 
В дальнейшем рассматриваем расчетную схему при-
вода, представленную на рис. 2, а. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2 – Расчетная схема првода: а - расчетная схема ЭГСП; 
б –  расчетная схема выходного каскада ЭГУ  

 
Для ГД поступательного действия общепринятая 

динамическая модель [1] представлена системой из 
уравнений движения поршня и уравнений баланса 
расходов в полостях гидроцилиндра с учетом сжима-
емости рабочей жидкости: 
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где Y, V – перемещение и скорость поршня (обычно 
перемещение поршня считывают от его среднего по-
ложения); р1, р2 – давления в полостях гидроцилин-
дра; m – приведенная масса подвижных частей; F1, F2 
– эффективные площади; с – жесткость позиционной 
нагрузки; kТ – коэффициент силы вязкого трения; RСТ 
– сила сухого трения; R – нагрузка; Н – ход поршня; 

ЕЖ – модуль упругости рабочей жидкости; WHO, WCO – 
«мертвые» объемы напорной и сливной магистралей. 

ДОС принято описывать линейным безинерци-
онным звеном [8], связывающим напряжение обрат-
ной связи UOC и перемещение Y: 

 
OC OCU k Y= ,                                                         (2) 

где kOC – коэффициент передачи ДОС. 
ЭГУ в номенклатуре серийно выпускаемой гид-

роаппаратуры представлены как дросселирующие 
гидрораспределители и распределители с пропорцио-
нальным управлением [6]. В выходном каскаде уси-
ления ЭГУ обычно используется золотниковый гид-
роусилитель, расчетная схема которого приведена на 
рис. 2, б. Предлагается связывать смещение золотника 
от нейтрального положения хЗ с током в обмотке 
управления iУ линейным динамическим звеном второ-
го порядка: 
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здесь kxi – коэффициент передачи ЭГУ. 
 
Постоянные времени 2 уТ , 1уТ  известным обра-

зом [9] определяются по частотам 1 2,ν ν : 
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Золотник имеет ограничения по перемещению, 
что отражается уравнением maxЗxх ≤ , где хmax – мак-
симальное смещение золотника от нейтрального по-
ложения. 

Уравнения расходов в линиях ЭГУ, связываю-
щих его с ГД, с учетом положительного перекрытия 
поясками золотника окон в распределительной втулке 
имеют вид: 
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где рН, рС – давление насосной станции и на сливе; hп 
– величина положительного перекрытия; Зµ  – коэф-
фициент расхода щели золотника; dЗ – диаметр золот-
ника; kп – коэффициент полноты использования пе-
риметра золотника; ρ  – плотность рабочей жидкости. 
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ЭБ на стадии предварительного проектирования 
ЭГСП рассматривается как идеальный усилитель [10]: 

 
( )УC УC OCU k U U= − ,                                          (7) 

 
где U – входное (управляющее) напряжение; UУС – 
напряжение на выходе ЭБ; kУС – коэффициент усиле-
ния ЭБ. 

Выходной каскад ЭБ соединен с управляющей 
обмоткой ЭГУ и образует с ней единую электриче-
скую цепь, содержащую как активное, так и индук-
тивное сопротивление. Поэтому, без учета противо-
ЭДС, имеем следующее дифференциальное уравне-
ние: 

У
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где LУ – индуктивность обмотки управления; RЭ – ак-
тивное сопротивление электрической цепи. 

Также, ЭБ ограничивает ток в электрической це-
пи максимальным значением imax для управляющей 
обмотки ЭГУ: 

 

maxуi i≤ .                                                             (9) 
Для сокращения числа исходных параметров, 

упрощения математической модели и удобства анализа 
результатов представим уравнения в безразмерной фор-
ме. С этой целью введем безразмерные переменные: 
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где масштабы переменных определены следующим 
образом: 
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Считая линейной статическую характеристику 

ЭГУ хз(iy), можно положить, что kXi = xmax/imax. Тогда 
для безразмерных переменных (10) с учетом (11) име-
ем систему уравнений: 
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Здесь постоянные времени и безразмерные пара-

метры: 
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Для численного моделирования по системе (12) 
отметим рекомендации по заданию исходных пара-
метров. На стадии предварительного проектирования 
были выбраны серийно выпускаемые узлы ЭГСП. На 
данной стадии известны, либо оценены, такие пара-
метры, как коэффициент усиления ЭБ kус; ход поршня 
Н; приведенная масса подвижных частей m; давления 
насосной станции рн и на сливе рс; модуль упругости 
рабочей жидкости Еж; «мертвые» объемы напорной 
Wно и сливной Wco магистралей; жесткость позицион-
ной нагрузки с. По техническим данным гидроцилин-
дра определяются значения эффективных площадей 
F1, F2; коэффициент силы вязкого трения kT, сила су-
хого трения RCT. Коэффициент передачи koc оценива-
ется по техническим данным ДОС. По техническим 
характеристикам ЭГУ устанавливаются индуктив-
ность обмотки управления Ly; постоянные времени 
Т1у, Т2у (см. выражения 4); активное сопротивление 
электрической цепи Rэ (сопротивление обмотки 
управления ЭГУ с учетом сопротивления выходного 
каскада ЭБ); максимальный ток imax (либо принимает-
ся равным номинальному току iном по паспортным дан-
ным). Значение масштаба расхода Q* следует оценивать 
по номинальному расходу ЭГУ Qном, который указыва-
ется в паспортных данных для номинального перепада 
давлений номр∆  в каналах питания и слива ЭГУ. 

Поскольку согласно (11): 
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Величину безразмерного перекрытия 

П max/h hх= допустимо взять равной относительному 
току зоны нечувствительности (в серийно выпускае-
мых ЭГУ не более 0,02). Масштаб скорости V* рас-
считывается по Q* согласно (11). Необходимые для 
подстановки в систему (12) дополнительные парамет-
ры определяются по выражениям (13). 

Также, для численного моделирования необхо-
дима подстановка граничных условий для входного 
напряжения U и нагрузки R, вид которых определяет-
ся характером исследуемого процесса. Граничные 
условия подставляются в безразмерном виде согласно 
(11) с масштабами переменных (12). 

При необходимости результаты моделирования 
по выражениям (11, 12) можно представить в размер-
ном виде (за исключением перемещения золотника, 
поскольку максимальное перемещение хmax введено 
условно для упрощения математической модели). 

В сравнении с известными нелинейными моде-
лями ЭГСП [1, 7, 9], учитывающими основные факто-
ры, обуславливающие нестационарные процессы 
(сжимаемость рабочей жидкости, инерционность вы-
ходного звена, индуктивность электрической цепи, 
динамические свойства ЭГУ), представленная модель 

имеет минимальный набор исходных параметров и 
является универсальной для приводов, построенных по 
типовой схеме (рис.2, б). Вместе с тем, учет основных 
нелинейностей дает заметный выигрыш в точности 
расчета по сравнению с линейными моделями. Это по-
казывают результаты численного моделирования пере-
ходных процессов при различных уровнях входного 
сигнала, представленные на рис. 3. Как видно, от вели-
чины скачка управляющего напряжения зависит не 
только длительность процесса, но и его качество. 

 

 
а 

 
б 

 
в 
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Рис. 3 – Результаты численного моделирования динамиче-
ских процессов в ЭГСП: а – напряжение на выходе ЭБ;  
б – перемещение золотника выходного каскада ЭГУ;  

в – скорость поршня; г – перемещение поршня 
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Численное интегрирование системы (12) прове-
дено методом Рунге-Кутта 4-го порядка в среде паке-
та прикладных программ MATLAB (программа SLPR) 
для следующих исходных данных: нагрузка 
R = 6000 H; эффективные площади гидроцилиндра 
F1 = 0,00377 м2, F2 = 0,0045 м2 (диаметр поршня 
80 мм, диаметры штоков 40 и 25 мм); ход поршня 
Н = 250 мм; давление насосной станции 
рн = 6,3*105 Па; давление на сливе рс = 0; модуль 
упругости рабочей жидкости Еж=109 Па; «мертвые» 
объемы напорной и сливной магистралей 
WHO=WCO=0,002 м3; сила сухого трения Rст = 0; жест-
кость позиционной нагрузки с=0; коэффициент силы 
вязкого трения kт = 1000 кг/с; приведенная масса по-
движных частей m = 200 кг; коэффициент передачи 
ДОС kос = 216 В/м; номинальный расход ЭГУ 
Qном = 0,00063 м3/с; номинальный перепад давлений 
на ЭГУ 6

ном 7 10р∆ = ⋅  Па; постоянные времени ЭГУ 
Т1у = 0,0215 с, Т2у = 0,0053 с (что соответствует сдви-
гу по фазе на -45° и 90° при частотах 1 45ν = Гц и 

1 90ν = Гц); величина безразмерного перекрытия 

0,01h = ; индуктивность обмотки управления 
Ly = 0,2 Гц; активное сопротивление электрической 
цепи Rэ = 100 Ом; номинальный ток iном = 0,01 А; ко-
эффициент усиления ЭБ kyc = 0,09; масштаб расходов 
Q* = 0,0006 м3/с. 

Выводы. Таким образом, предложена типовая 
нелинейная математическая модель электрогидравли-
ческого следящего привода с дроссельным регулиро-
ванием. Математическая модель адаптирована на 
приводы специального технологического оборудова-
ния, построенные на основе стандартных модулей, и 
позволяет производить оценку устойчивости, качества 

регулирования и коррекцию динамических свойств 
привода с использованием паспортных данных вхо-
дящих устройств. 
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В. О. МИЩЕНКО, В. И. ОЛЕВСКИЙ, Ю. Б. ОЛЕВСКАЯ 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОБОГАЩЕНИЯ ДЛЯ АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ КАЧЕСТВОМ ДЕШЛАМАЦИИ МАГНЕТИТА 

Статья посвящена математическому моделированию процесса магнитной дешламации магнетита с целью автоматизации технологического 
процесса. Разработаны модели двухфазного ламинарного осесимметричного течения и двухфазного трехмерного вихревого течения на ос-
нове программного комплекса SolidWorks компании Dassault Systemes SolidWorks Corporation. Проведен численный расчет моделей, иссле-
дованы зависимости качества обогащения от параметров дешламации. Эти модели позволяют подбирать интенсивные технологические ре-
жимы и оптимальные параметры обогатительного оборудования. Они могут быть использованы непосредственно в системе автоматическо-
го управления технологическим процессом обогащения. 
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