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РАСШИРЕНИЕ СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ ИНТЕГРАЦИИ СТОХАСТИЧЕСКИХ И НЕ-
ЧЕТКИХ ГРАФОВ 

Рассмотрены расширения сетевых моделей на основе интеграции стохастических моделей и нечетких графов. Показано, что создание ги-
бридных моделей интегрирует достоинства частных моделей и исключает из рассмотрения недостатки этих моделей. Исследованы стоха-
стические и нечеткие графы, которые являются модификацией графической модели оценки и пересмотра планов (ГЕРТ) и if/then-моделей. 
Исследование моделей показало достоинства и недостатки моделей, эффективность подходов подтверждена экспериментально в географи-
ческих информационных системах. 
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Введение. Широкое использование геоинформа-

ционных технологий в управлении территориями со-
здает необходимость исследования задач моделиро-
вания процессов оценивания сложных объектов, 
функционирующих в условиях неопределенности, ха-
рактеризующихся пространственным распределени-
ем, взаимодействием и параллельной обработкой дан-
ных и знаний, влиянием субъективного фактора при 
принятии управленческих решений [1, 2]. Такие объ-
екты выполняют свои функции на множестве взаимо-
действующих динамических процессов, которые но-
сят детерминированный ( D ), вероятностный или 
стохастический ( P ), нечеткий ( F ) характер. Процес-
сы D , P  достаточно исследованы в научной литера-
туре [3, 4], при этом проблема снижения уровня не-
определенности остается актуальной и требует до-
полнительных исследований. Исходя из постулата о 
моделировании, как процессе снижения уровня не-
определенности системы [5], рассмотрим расширение 
сетевых моделей на основе интеграции стохастиче-
ских и нечетких графов для повышения эффективно-
сти моделей, что является важным и актуальным. 

Анализ литературных данных и постановка 
проблемы. Часть процессов и явлений функциони-
руют в условиях неопределенности [2], характеризу-
ются нечетким пространством состояний [1]. Другая 
часть характеризуется стохастической природой [6]. 
Комбинации процессов и явлений различной природы 
требует новых интеллектуальных подходов для по-
вышения эффективности принятия решений [5]. Нуж-
но отметить, что они характеризуются функциональ-
ной и территориальной распределенностью [2], слож-
ной иерархией взаимодействия их компонент [7, 8]. 
Существующие подходы для анализа [8, 9] обычно 
функционально ограничены, в ряде случаев они не 
дают практических подходов к решению поставлен-
ных задач.  

Постановка проблемы: пусть задана сетевая мо-
дель SΩ

  [10]. Процессы представлены на основе де-
терминированных – D , вероятностных (стохастиче-
ских) – tS  и нечетких отображений – ( )F t . Модель 
на основе нечеткой сети Петри, ориентированная на 
моделирование дискретных процессов, ограничена 
функционально. Это требует создания гибридных мо-
делей [4, 11].  

Цель и задачи исследования. Целью постав-
ленной проблемы является снижение уровня неопре-
деленности на основе моделирования процессов но-
выми гибридными моделями, повышение эффектив-

ности программных приложений. Актуальность ис-
следований является важной составляющей при про-
ектировании систем [1 – 3].  

В работе необходимо:  
- предложить структуру гибридной модели на 

основе интеграции стохастических и нечетких графов; 
- предложить расширение модели ΩS~  функцио-

нально для решения широкого класса задач;  
- определить множество ограничений на исполь-

зование стохастических и нечетких графов; 
- выполнить экспериментальные исследования 

для выявления эффективности рассматриваемых мо-
делей и процессов. 

Развитие сетевых моделей в задачах управления 
ресурсами с использованием ГИС и технологий. 
Можно представить сетевую модель в виде [1, 10]. 

 
, , , ,OS P T F M LΣ= 〈 〉      ,                                          (1) 

где : ( ) [0,1]P xµ →  – нечеткое множество позиций; 
]1,0[)(:~ →xT µ  – нечеткое множество переходов; 

]1,0[),(:)~~()~~(:~~ →×∪×= yxPTTPFF µ  – нечеткая 

функция инциденций; OM  – вектор нечеткой началь-
ной маркировки нечетких позиций ; }~{ iLL =  – обоб-
щенный предикат, i I∈ . 

Для полного выполнения типичной сети проекта 
необходимо выполнение всех дуг. Под выполнением 
дуг и узлов сети понимают выполнение соответству-
ющих операций [6] – |

jj PP P M∀ ∈ ≠ ∅   . 
Узлы стохастической сети могут быть интерпре-

тированы как состояния системы, а дуги – как пере-
ходы из одного состояния в другое [6]. Такие перехо-
ды можно рассматривать как выполнение обобщен-
ных операций, характеризуемых плотностью распре-
деления или функцией массы и вероятностью выпол-
нения [6]. 

Детерминированные сети могут быть представлены 
на основе дискретных и непрерывных процессов [12]. 

Для расширения процессов моделирования ис-
пользуют расширения на основе искусственных 
нейронных сетей [1], что вызывает определенные 
трудности в обучении и интерпретации результатов 
[1, 13]. 

Случай 1. Рассмотрим расширение (1) на основе 
стохастических графов [6] 
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〉〈= NVG , ,                                                            (2) 
где V  – множество вершин; N  – множество отношений. 

Утверждение 1. Если существует SΩ , множе-
ство вершин Р и T , а также определена функция рас-
пределения вероятности  

( ( , )) 0P x y ≠                                                         (3) 
случайной величины, то представление вершин из (3) 

: ,P V N〈 〉  повышает эффективность системы. 
Действительно, при выборе альтернатив из  
 

AAltAlt ∈∈ ααα },{                                 (4) 
и наличии ( , ) 0P x y ≠  позволяет выбрать на основе 
(3) функционала 

{ }, *( , ) maxAlt Alt P PP x y α α∈ ≥→ .                           (5) 
Следствие 1. При вычислении (5) мы представ-

ляем результат как альтернативу на некоторых пози-
циях из P Pα ⊆ . 

Случай 2. При условии, что 
 





=
=

,),(
,0

),(
falseyxP

yxP                                       (6) 

а также : ( ) 0F xα µ ≠ , возникает задача оценки аль-
тернатив по критерию max четкости. 

Утверждение 2. Если существует ( , ) 0P x y = , а 

также 0Fα ≠ , то поиск альтернатив из 

{ },Alt Alt Aα α α∈ ∈   может быть определен в виде: 
 

max)(~ *
00 )()(},~{~
 → ≥∈ xxltAltAxF µµαα .            (7) 

Следствие 2. При вычислении (7) представляем 
результат как альтернативу на некоторых позициях из 
P Pα ⊆ . 

Рассмотрим некоторый пример функционирова-
ния объекта на основе нечеткого оператора (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 – Схема логического оператора «или» 

 
На рис. 2 предложен фрагмент сети Петри итера-

ционных процедур (рис. 1). В табл. 1 приведены па-
раметры сети Петри. 

 
Таблица 1 – Параметры сети Петри 

Позиция 
1p  2p  3p  4

~p  

Время t , с 
1t  2t  3t  4t  

Вероятность  1'p  
2p′  3p′  

4p′  

Затраты на выполнение всей задачи 
{ } '

2( ) ( )R m j j pj m mW t p p in M A p Rt ∗= ∀ ∈ = ∧ ⋅ ≥  , 

где { ( ) | 1
jj i pA p p in M−∀ ∈ =  . 

 

 
Рис. 2 – Представление фрагмента процесса в виде се-

ти Петри 
 
Используя итерационные процессы на схеме эк-

вивалентного графа (рис. 3), мы можем сформулиро-
вать следующее утверждение. 

 

W1 W2 W4

W3

 
Рис. 3 – Схема эквивалентного графа нечеткой сети Петри 

 
Утверждение 3. Если существует эквивалент-

ный граф, для параметров которого справедливо  
i constt =  – время выполнения i -перехода;  

constx i =)(µ  – функция принадлежности вы-

полнения i -перехода; constRi =
*  – верхняя оценка 

отношения ( , ) ( , )p t t p∪ , то передаточная функция 
фрагмента равна 

 
(2 3)W A K nΣ = ∧ + ,                                           (8) 

 
где *: ( )i i iK x Rt µ= ≥ ; n  – число итераций. 

 
Действительно, приняв, что существуют циклы 
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W W
W W

n W W W n W W

+
+
+

+ + + +

                              (9) 

для которых справедливо 
 

*
1 1 1 1{ ( )} | 1 'R pj i pjW t p in M Rt µ= ∀ ∈ = ∧ ⋅ ≥ ;   

*
2222 '1|)}({ RMinptW pjipjR ≥⋅∧=∈∀= µt ; 

*
3 3 3 3{ ( )} | 1 'R pj i pjW t p in M Rt µ= ∀ ∈ = ∧ ⋅ ≥ ;    (10) 

4

* * * *
4 4 4 3 3 3

{ ( )} |

1 ( ' ),
R pj i pj

i i

W t p in M

p R R R R αt t µ +

= ∀ ∈ =

′= ∧ ⋅ ≥ ∧ ⋅ ≤ ≠
; 

….. 
*'R m m m mW t A Rt µ= ∧ ⋅ ≥ , **

α+≠ ii RR , 
тогда окончательно получим (8). 

Задав значения параметров: 10,0 ,i ic constt t= = , 
( ) 0,99ixµ = , ( )ix constµ =  ,;0,5 constRR == ∗∗  

10,n =  получим из (8) с учетом (9), (10) 
0,99 10 (2 10 3) 227,7W cΣ = ⋅ ⋅ ⋅ + = . 

 
Результаты исследований эффективности 

применения ГЕРТ-технологий 
Представим структуру стохастического графа [6] 

в виде (рис. 4) с петлей. Эквивалентный граф пред-
ставлен на рис. 5. 
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Рис. 4 – Структура стохастического графа с петлей 
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Рис. 5 – Эквивалентный граф 

 
Используя эквивалентный граф (рис. 5), опреде-

лим вес петли [6] 
 

1
(1 )m

ij b a
m

W W W
∞

=

= +∑                                         (11) 

Представив значения ,10 constс ==t  
0,99p const′ = = , 9,9bW c≈ , 9,9aW c≈ , 10n = , в (11) 

получим 

))9,9...9,99,99,91(9,9 1032 +++++⋅=ijW . 

Тогда, согласно (11) ijW WΣ>> , что подтверждает 
эффективность случая 2 по отношению к случаю 1. 

Следствие для случаев 1 и 2. Замечание спра-
ведливо, если constt = , constp =' , constµ = . 

 
Обсуждение результатов оценки эффективно-

сти разработанных гибридных моделей. В работе 
предложены результаты разработки и исследований 
гибридных моделей на основе интеграции стохасти-
ческих и нечетких графов. 

Показано, что стохастические графы реализуют 
совместно с нечеткой сетью Петри (1) гибридную мо-
дель, эффективность которой показана в виде реше-
ния функционала (5). В задачах выбора альтернатив, 
на основе правила Мейсона, выполнены расчеты по 
оценке временных затрат ijW . Для нечетких графов 
(7) на основе эквивалентного нечеткого графа WΣ  
определено, что )(W»)( tt ∑ijW  при условии 

,constt =  ,constµ =  p const′ = . 
 
Оценка вычислительной сложности на основе  

интеграции нечеткой сети Петри и нечеткого гра-
фа. Пусть задана передаточная функция нечеткого 
графа 

 
(2 3)W A K nΣ = ∧ + .                                         (12) 

Утверждение 4. Если задана функция (13) и 
,A const K const= = , то вычислительная сложность 

является линейной 1 oO a n a= +  или 
 

)()( nOO ≈t ,                                                       (13) 
где ( )O t  – вычислительная сложность, n  – число 
итераций. 

Достоверность утверждения подтверждена экс-
периментально (рис. 6). 

 

 
Рис. 6 – Зависимость вычислительной сложности от числа 

итераций 
 
Экспериментом подтверждена адекватность 

модели по критерию вычислительной сложности, 
причем  

( ) ( )| | *,р эε ε ε− <  
 
где *ε  – норма ошибки. 
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Выводы 
1. Выполнен анализ литературных источников, 

определены актуальность, цели и задачи исследова-
ний. Сформулирована постановка проблемы. 

2. Предложена структура гибридной модели на ос-
нове интеграции стохастических и нечетких графов, ко-
торая является развитием существующих сетей Петри. 

3. Предложено расширение модели SΩ
 , которая 

функционально расширяет возможности для решения 
широкого класса задач. Модель функционирует на 
множестве ограничений на параметры стохастических 
и нечетких графов. 

4. Выполнены экспериментальные исследования 
для выявления эффективности рассматриваемых мо-
делей и процессов, подтверждена адекватность моде-
ли и процессов. 
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