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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ДЕЙСТВИЯ 
ЛАЗЕРНОГО ЛУЧА НА МНОГОСЛОЙНЫЕ БИОМАТЕРИАЛЫ 

В статье приведена содержательная постановка основной оптимизационной задачи поиска рациональных значений основных параметров 
действия лазерного луча на многослойный биоматериал, с учетом ограничений на результирующее температурное поле биоматериала для 
осуществления его деления и обеспечения жизнеспособности. Осуществлена формализация и систематизация прикладных задач 
оптимизации, являющихся частными случаями основной оптимизационной задачи, рассмотрены соответствующие им математические 
модели. Это позволило, обосновано осуществить выбор методов их численной реализации.  

Ключевые слова: основная оптимизационная задача, деление, формализация, систематизация, прикладные задачи, 
математические модели. 

 
В статті наведена змістовна постановка основної оптимізаційної задачі пошуку раціональних значень основних параметрів дії лазерного 
променя на багатошаровий біоматеріал з урахуванням обмежень на результуюче температурне поле біоматеріала задля здійснення його 
ділення. Здійснена формалізація і систематизація прикладних задач оптимізації, які є частковими випадками основної оптимізаційної 
задачі, розглянуті відповідні їм математичні моделі. Це дозволило обґрунтовано здійснити вибір методів їх чисельної реалізації. 

Ключові слова: основна оптимізаційна задача, ділення, формалізація, систематизація, прикладні задачі, математичні моделі. 
 

Optimization problem of laser beam effect on multilayered biomaterial with complex spatial for has been observed in this article in order to ensure its 
division according to limitations on the resulting thermal field and viability of the biomaterial. To do so the authors have formulated the main concep-
tual optimization problem statement for searching the reasonable values of basic laser parameters effected on the biomaterial. Formalization and sys-
tematization of the applied optimization problems have been performed, which are the particular cases of the main optimization problem. The article 
depicts four mathematical model samples of applied optimization. 

It should be noted that the state of the object under research (multilayered biomaterial effected by a laser beam) is described via boundary-
value problem in a general form. The boundary-value problem is stated for the system of non-stationary heterogeneous multidimensional differential 
equations of thermal conductivity in partial derivatives. To obtain the objective function (thermal field) included in the problem statement of applied 
mathematical optimization models, solution of a series of boundary-value problems is needed to be performed multiple times during the modeling 
process. This specificity significantly complicates the process of corresponding mathematical model formulation for laser beam parameters effected 
multilayered biomaterials as well as its application aiming at increasing the quality of biotechnological process of the biomaterial division. 

The novelty of the aforementioned applied mathematical optimization models consists in the fact that thermal fields of the biological objects 
are represented in accordance with the characteristics of a discrete moving laser beam. With this, along with the standalone importance of the applied 
problems, they are also used for the solution of the main optimization problem. The analysis of the proposed mathematical models provides infor-
mation needed for reasonable selection of methods for numerical model implementation. 

The results obtained in this article enable modeling process automation to effect laser beam on multilayered biological material in order to 
increase quality of biotechnological process of the biomaterial division. 

Keywords: main optimization problem, division, formalization, systematization, applied problems, mathematical models. 
 

Введение. Основной трудностью при параметри-
зации температурных полей многослойного биомате-
риала является получение аналитического (прибли-
жённо-аналитического) или алгоритмического (чис-
ленного) представления решения краевой задачи в за-
висимости от изменяемых (в процессе синтеза систе-
мы) параметров, входящих в постановку исходных 
краевых задач.  

В том случае, когда имеется аналитическое ре-
шение краевой задачи, куда органически входят ис-
комые параметры, можно исключить затратный по 
времени процесс решения серии однотипных краевых 
задач. Такие аналитические решения, к сожалению, 
имеются только для классических областей (отрезок, 
окружность, круг, шар, сфера и др.). 

Отметим, что рассмотрение всякой новой крае-
вой задачи, описывающей температурное поле в рас-
сматриваемой системе, требует преодоления сложно-
стей, связанных с этапом параметризации поля. Су-
ществующие немногочисленные математические мо-
дели задач расчёта и оптимизации параметров дей-
ствия лазерного излучения на многослойные биоло-
гические материалы рассматривались ранее по прин-
ципу: математическая модель под частную задачу. 
При этом математическим моделям оптимизации па-
раметров действия лазерного излучения посвящено 
относительно мало работ и связано это, прежде всего, 

с необходимостью решения специфических, много-
мерных, многоэкстремальных задач.  

В связи с этим, актуальной научной задачей яв-
ляется усовершенствовать математическую модель 
основной оптимизационной задачи с учетом ограни-
чений на результирующее температурное поле биома-
териала для обеспечения жизнеспособности сегмен-
тируемых частей. С этой целью рассмотрена содержа-
тельная постановка основной оптимизационной зада-
чи, осуществлена формализация и систематизация 
прикладных задач оптимизации, которые являются 
частными случаями основной оптимизационной зада-
чи. Полученные в статье основные результаты явля-
ются дальнейшим развитием методов математическо-
го моделирования задач оптимизации параметров 
действия лазерного луча на многослойные биомате-
риалы, рассмотренных в работе [1]. 

Анализ литературных данных. Ряд аспектов 
отмеченной задачи исследовались в работах [2–10].   

В монографиях [3, 4] проведён обширный анализ 
научных исследований, касающихся вопросов опти-
мизации теплофизических, механических, экологиче-
ских, гидродинамических, электротехнических и дру-
гих систем, содержащих подвижные локальные ис-
точники соответствующих физических полей. Одна-
ко, в работах [3, 4] вопросы оптимизации теплофизи-
ческих процессов в многослойных микробиологиче- 
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ских системах, с учётом локального лазерного воз-
действия, не рассматривались.  

В фундаментальной работе [6] дан обзор боль-
шого числа научных публикаций, касающихся реше-
ния задач расчёта и оптимизации многослойных ме-
ханических конструкций (пластин и оболочек), под-
вергаемых импульсным, ударным и нестационарным 
температурным нагружениям. Однако, специфика 
рассматриваемых в данной работе задач такова, что 
воспользоваться результатами работы [6] невозможно 
из-за особенностей параметров рассматриваемого ис-
точника воздействия (лазерного луча) на многослой-
ную микробиологическую систему. 

В работах [8, 9] авторами приведен обзор 
существующих методик технологии рассечения зоны 
пеллюцида эмбриона (хетчинг), применяемой для 
обеспечения процесса отделения зародышей. Однако, 
для уменьшения травмируемости зоны пеллюцида и 
зародышей, необходима постановка и решение задачи 
оптимизации действия лазерного луча на эмбрион. 

Постановка основной оптимизационной 
задачи. Суть содержательной постановки основной 
оптимизационной задачи состоит в следующем.  

Предложить принципы построения расчётных и 
оптимизационных математических моделей, а так же 
численных методов и специализированных вычисли-
тельных средств, позволяющих осуществить:  

– оптимизацию параметров действия лазерного 
луча на многослойный микробиологический материал 
с учётом ограничений на результирующее темпера-
турное поле материала и обеспечением жизнеспособ-
ности сегментов микробиологического материала;  

– автоматизацию процесса моделирования дей-
ствия лазерного луча на многослойный микробиоло-
гический материал с целью повышения качества тех-
нологического процесса деления микробиоматериала. 

В наиболее общем случае рассматриваемая нами 
система «микробиоматериал-лазер» представляет 
собой ограниченную многослойную область 3RΩ ∈ , 
на которую действует лазерное излучение F  с 
областью носителя L  в виде пятна заданного радиуса. 

Температурное поле в N -слойной области Ω , 
порождаемое источником излучения F  и 
окружающей средой, в общем случае описывается 
краевой задачей: 

 
AT F=                                                                   (1) 

 
j jB T b= ,                                                                (2) 

 
где A  – заданный дифференциальный оператор в 
частных производных; ( , , , )T T x y z t=  – 
температурное поле; ( , , )x y z  – пространственные 
переменные; t  – время действия лазерного луча на 
многослойный ( N -слойный) микробиологический 
материал; F  – функция, характеризующая 
пространственно-временное распределение теплового 
воздействия и имеющая вид  

 
( ), , , , , , ( ), ( ), ( , , , ), , ( , , ) ;

0, ( , , ) ,
 ∈= 

∉

F x y z t u E s t v t Q x y z t S x y z L
F

x y z L
            (3) 

где u  – интенсивность источника лазерного луча, т.е. 
пятна; E – энергия теплового воздействия; ( )s t  – 
траектория движения лазерного источника; ( )v t  – 
скорость движения лазерного источника; ( , , , )Q x y z t  
– плотность теплового воздействия; S  – диаметр 
лазерного источника, т.е. пятна; L – носитель 
теплового воздействия; jB  – заданные операторы, 
характеризующие граничные условия, начальные 
условия и условия сопряжения на границах области 
Ω , 1,..,j N=  – слоев; jb  – заданные функции. 

В общем случае температурное поле ( , , , )T x y z t  
микробиоматериала Ω , при действии на него 
лазерного луча F , зависит от искомых параметров 
лазера и представляется в виде следующей 
зависимости: 

 
( ), , , , , , ( ), ( ), ( , , , ),T T x y z t u E s t v t Q x y z t S= .        (4) 

 
Вектор параметров лазерного воздействия *z   
 

( )* , , , , , , ( ), ( ), ( , , , ),z x y z t u E s t v t Q x y z t S= .         (5) 
 
Ограничения на характер распределения 

температурного поля в области *Ω  многослойного (N-
слойного) микробиологического материала Ω , в 
общем случае будут иметь следующий вид: 

 

( ) *

* *, , , , ( ) , 1,..,i iG T x y z t z T i N
Ω

≤ ≥ = ,             (6) 

 
где iG  – некоторый заданный оператор; 

( )*, , , ,T x y z t z  – температурное поле; ( ) *, ,x y z ∈ Ω  – 
область многослойного (N-слойного) микробиоматериала 
Ω ; 0t  – начальный момент времени t; *t  – конечный 
момент времени t; *

iT  – допустимые значение 
температурного поля. 

В свою очередь, на пределы изменения 
параметров теплового воздействия на многослойный 
микробиологический материал накладываются 
следующие ограничения. 

Ограничение на размер области многослойного 
микробиологического материала Ω : 

 
min max

min max

min max

;
;

.

x x x
y y y
z z z

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤ ≤

                                                    (7) 

 
Ограничение на длительность действия 

лазерного луча t : 
 

min maxt t t≤ ≤ ,                                                         (8) 
 

где mint  – минимальная длительность действия 
лазерного луча на многослойный (N-слойный) 
микробиологический материал; maxt  – максимальная 
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длительность действия лазерного луча на многослойный 
(N-слойный) микробиологический материал. 

Ограничение на интенсивность источника 
[ ]1;3t ∈ : 

 
min maxu u u≤ ≤ ,                                                      (9) 

 
где minu  – минимальное значение интенсивности; maxu  – 
максимальное значение интенсивности. 

Ограничение на энергию E теплового 
воздействия: 

 
min maxE E E≤ ≤ ,                                                  (10) 

 
где minE  – минимальное значение энергии теплового 
воздействия; maxE  – максимальное значение энергии 
теплового воздействия. 

При этом, для расчета энергии действия 
лазерного луча на многослойный (N-слойный) 
микробиологический материал воспользуемся 
следующей формулой: 

 
E Wt= .                                                               (11) 
 
В формуле (11) W  – это мощность действия 

лазерного луча на многослойный (N-слойный) 
микробиологический материал, а t  – длительность 
действия лазерного луча. 

Ограничение на траекторию ( )s t : 
 

*( )s t M∈ ,                                                            (12) 
 

где *M  – множество всех возможных траекторий 
движения лазерного источника, т. е. пятна по 
поверхности многослойного (N-слойного) микробио- 
логического материала. 

Ограничение на скорость ( )v t  движения 
источника: 

 
min max( )v s t v≤ ≤� ,                                              (13) 

 
где minv  – минимальное значение скорости движения 
источника лазерного луча, т.е. пятна, по поверхности 
многослойного (N-слойного) микробиологического 
материала; maxv  – максимальное значение скорости 
движения пятна. 

Частным случаем ограничения на скорость 
является ограничение: 

 

min maxv v v≤ ≤ .                                                     (14) 
 
Для источников с произвольной формой 

накладывается ограничение на плотность теплового 
воздействия: 

 
min max( , , , )Q Q x y z t Q≤ ≤ ,                                    (15) 

 

где minQ  – минимальная плотность теплового 
воздействия; maxQ  – максимальная плотность. 

Ограничение на диаметр лазерного источника в 
виде пятна S : 

 
min maxS S S≤ ≤ ,                                                    (16) 

 
где minS  – минимальный диаметр лазерного 
источника, т. е. пятна; maxS  – максимальный диаметр 
лазерного источника. 

Ограничение на результирующее температурное 
поле: 

 
* *( , , , , )T x y z t z T≤ ,                                             (17) 

 
где *T  – допустимые значения температурного поля.  

Рассмотрим постановку прикладных оптимиза- 
ционных задач и формализацию их математических 
моделей при контроле температурного поля много-
слойного микробиологического материала.  

Математические модели прикладных задач 
оптимизации.  

Математическая модель 1.  
Необходимо минимизировать разность между 

значениями температурного поля iT  в заданных 
точках  

 
( ) *, , , 1,..,i i i ix y z i N∈Ω ∈ Ω =   
 

многослойного микробиологического материала Ω  и 
наперед заданными допустимыми значениями 
температурного поля *T , т.е. найти 

 

( )
( )*

*
0

* *

, ,
1,
[ ; ]

min max , , , , ,
∈Ω∈

=
∈

−
i i i i

i i i ix y zz Z
i N
t t t

T x y z t z T                    (18) 

 

где ( )*, , , ,i i i iT x y z t z  – температурное поле; 

( ) *, , , 1,..,i i i ix y z i N∈ Ω ∈ Ω =  – область многослойного 
(N-слойного) микробиоматериала Ω . 

Математическая модель 2. 
Необходимо минимизировать максимальное 

значение, среди точек контроля, температурного поля, 
т.е. найти 

 

( )
( )*

*
0

*

, ,
1,
[ ; ]

min max , , , , .
∈Ω∈

=
∈

i i i i
i i i ix y zz Z

i N
t t t

T x y z t z                            (19) 

 

Обозначения как математической модели 1. 
Математическая модель 3 
Необходимо минимизировать, по параметрам 

теплового воздействия, максимальное значение модуля 
градиента температурного поля в области точек *Ω  
многослойного микробиологического материала Ω ,  
т. е. найти 
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( )* *

*
0

*

( , , )
[ ; ]

min max , , , , .
∈ ∈Ω

∈

 
 
 
 

z Z x y z
t t t

grad T x y z t z                   (20) 

 

При этом, ( )*, , , ,T x y z t z  является 

температурным полем области точек ( ) *, ,x y z ∈ Ω  
многослойного (N-слойного) микробиологического 
материала Ω , а *z  – вектор параметров лазерного 
воздействия. 

Математическая модель 4. 
На практике часто встречаются задачи, когда 

необходимо оценить число жизнеспособных и 
термически-травмируемых заро-дышей. Такая задача 
возникает при лазерном делении ранних элитных 
эмбрионов крупного рогатого скота для дальнейшей 
трансплантации частей эмбриона. В этом случае 
необходимо максимизировать число жизнеспособных 
зародышей, т.е. найти 

 

( )
( ) *

*
0

*

*

, ,1
[ ; ]

1,

, , , , max ,
∈Ω=

∈
∈

=

→∑
i i i

N

i i i i
x y zi

t t t
z Z
i N

T x y z t z                          (21) 

где 
*

*

0, ,

1, ;
i

i
i

если T T
T

если T T

 >= 
≤

 

iT  – значение температурного поля в области точек 
многослойного (трехслойного) микробиологического 
объекта (эмбриона) Ω . Заметим, что  
 

некоторые приведенные выше математические 
модели, на первый взгляд, кажутся известными. 
Однако если обратить внимание на то обстоятельство, 
что температурные поля биообъектов представляются 
в параметрическом виде (в зависимости от 
характеристик дискретного подвижного источника), 
то эти модели обладают новизной. Кроме того, 
вопросам моделирования процессов действия 
лазерного луча на многослойный биологический 
материал в научных публикациях уделяется 
недостаточно внимания. 

 
Выводы. Проведённые в статье исследования 

позволили предложить методику моделирования и 
оптимизации основных параметров теплового воз- 
действия на многослойный биологический материал с 
учётом требования обеспечения жизнеспособности 
сегментируемых частей биоматериала. В рамках реше- 
ния этой основной задачи авторами усовершенствована 
математическая модель основной оптимизационной 
задачи с учетом специфики параметров сканируемых 
лазерных источников. Рассмотрены прикладные 
оптимизационные математические модели, являющие- 
ся частными случаями, после их формализации, 
основной оптимизационной задачи. Это дало 
возможность осуществить автоматизацию процесса 
моделирования действия лазерного луча на 
многослойный биологический материал с целью 
повышения качества биотехнологического процесса 
деления биоматериала. 
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