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УДК 629.7.615.3 

Н. С. АЩЕПКОВА 

МОДЕЛЮВАННЯ ТА АНАЛІЗ ТОЧНОСТІ ПОЗІЦІЮВАННЯ МАНІПУЛЯТОРА  

Пакет прикладных программ Маthсаd является мощной средой для решения наукоѐмких исследовательских и инженерных задач. К 
достоинствам програмного  обеспечения следует отнести широкий выбор встроенных функций, инструментов, программных средств и 

понятный наглядный интерфейс. 

При проектировании манипуляторов необходимо проводить математическое моделирование для уточнения и оптимизации 
конструкционных и динамических параметров. Для разработки и отладки программы на машинно-ориентироованном языке требуется 

специальная подготовка пользователя и дополнительные затраты времени. Численное моделирование с использованием Маthсаd позволяет 

снизить трудоѐмкость инженерного труда. 
Ключевые слова: точность позиционирования, кинематическая схема, полюс схвата, преобразование координат, траектория 

движения. 

 
Пакет прикладних програм Маthсаd є потужною середовищем для вирішення наукоємних дослідних та інженерних задач. До переваг 

програмного забезпечення слід віднести широкий вибір вбудованих функцій, інструментів, програмних засобів і зрозумілий наочний 

інтерфейс. 
При проектуванні маніпуляторів необхідно проводити математичне моделювання для уточнення і оптимізації конструкційних і динамічних 

параметрів. Для розробки і налагодження програми на машинно-оріентіроованном мовою потрібна спеціальна підготовка користувача і 

додаткові витрати часу. Чисельне моделювання з використанням Маthсаd дозволяє знизити трудомісткість інженерної праці. 
Ключові слова: точність позиціонування, кінематична схема, полюс схвату, перетворення координат, траєкторія руху. 

 

The Маthсаd software package is a powerful environment for solving science-intensive research and engineering tasks. The advantages of software 
include a wide range of built-in functions, tools, software tools and an intuitive visual interface.  

While designing manipulators, it is necessary to perform mathematical modeling to refine and optimize the design and dynamic parameters. To 

develop and debug a program in a machine-oriented language, special user training and additional time is required. Numerical modeling with the use 
of Маthсаd allows to reduce labor intensity of engineering work. In work methods of problems solution of the kinematic analysis of manipulators are 

considered and the algorithm of the analysis of accuracy of the manipulator by results of mathematical modeling is presented.  

The article defines the features of calculating the accuracy of the manipulator positioning when using the Маthсаd software package. An example of a 
solution to the problem of analyzing the accuracy of positioning for a six-link manipulator operating in a spherical coordinate system is considered. 

For this example, the kinematic diagram of the manipulator is presented, the matrices of the coordinate transformation are composed, the coordinates 

of the grip pole in the reference frame connected with the base are determined, the error of the positioning of the gripper is calculated.  

Keywords: accuracy of positioning, кинематическая the circuit, pole схвата, transformation of coordinates, trajectory of movement. 

 

Вступ. При розв’язанні завдань кінематичного 

аналізу роботів за допомогою ЕОМ потрібні програми 

чисельного рішення трансцендентних та диферен-

ціальних рівнянь, коефіцієнти яких є функціями часу. 

Виникає потреба створити методику математичного 

моделювання та аналізу точності позиціювання схва-

ту маніпулятора у досить поширеному програмному 

середовищі Mathcad [5, 6].  

Аналіз літературних даних та постановка 

проблеми. Маніпулятор виробничого робота можна 

уявити як відкритий кінематичний ланцюг, тверді 

ланки якого з'єднані кінематичними парами п'ятого 

класу [2, 3, 7]. Якщо кінематичний ланцюг не містить 

внутрішніх замкнутих контурів, то число кінематич-

них пар n визначає число ступенів рухливості маніпу 
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лятора [1 - 4, 7, 8]. Положення кінематичного ланцюга 

маніпулятора визначають за допомогою узагальнених 

координат
( ), ( 1,2,... )iq t i n

 - відносних переміщеннях 

у кінематичних парах [1–4, 7, 8]. 

Розв’язання оберненої задачі про положення 

маніпулятора здійснюється як на етапі проектування, 

так і на етапі синтезу керуючих впливів [2, 3, 8]. Вар-

то врахувати, що для маніпуляторів з більшим числом 

ступенів рухливості можливо кілька наборів узагаль-

нених координат, що забезпечують задане положення 

полюсу схвату. Вибір оптимального рішення прово-

диться виходячи з додаткових обмежень [9, 10] або 

критеріїв якості [2–4, 8]. 

Моделювання динаміки маніпулятора обґрунто-

вано для синтезу траєкторії, визначення орієнтації і 

точності позиціювання особливої точки Р – полюса 

схвата маніпулятора [9, 10]. 

Математична модель маніпулятора складається 

методом Лагранжа-Ейлера або Ньютона-Ейлера, з пе-

ретворенням координат методом Денавіта-

Хартенберга [1 - 4, 8].  

Мета дослідження. Мета дослідження – моде-

лювання динаміки та розробка методу аналізу точ-

ності позиціювання маніпулятора виробничого роботу 

у середовищі Маthсаd. 

Вихідні данні для моделювання руху та аналізу 

точності позиціювання маніпулятора з використанням 

Маthсаd [5, 6] містять інформацію щодо 

кінематичної схеми маніпулятора, 

геометричних розмірів й щільностей ланок 

маніпулятора, 

необхідного закону руху схвата маніпулятора, 

початкового положення ланок, 

навантаження. 

C кожною ланкою маніпулятора зв'яжемо праву 

декартову систему координат OiXiYiZi. Початок 

відліку Oi розташуємо в центрі шарніра, одну коор-

динатну вісь направимо по осі шарніра, другу коор-

динатну вісь направимо уздовж осі симетрії ланки, 

третя координатна вісь доповнює систему до правої 

[3, 4, 7, 8]. Рух маніпулятора визначається зміною в 

часі узагальнених координат 
( )iq t

, якими є кути по-

вороту - в обертальних, і переміщення - у поступаль-

них кінематичних парах.  

Алгоритм розв’язання задач кінематичного і ди-

намічного аналізу маніпуляторів докладно розглянуто 

у [2]. Координати особливої точки Р маніпулятора в 

системі координат зв'язаною з n – ою ланкою 

( 1)n T

P p p pr x y z
 і в системі координат зв'яза-

ною з основою робота визначимо за формулою:  

, (1) 

де 
1 2 3

0 1 2 1... n

n nT A A A A    
- загальна матриця пере-

творення координат від n – ої ланки до 0 – ої ланки 

(основи маніпулятора).  

Рівняння (1) – рівняння кінематики, що дозволяє 

визначати положення об'єкта маніпулювання в про-

сторі, заданому декартовими координатами. 

Похибка при позиціонуванні схвату обумовлена 

збуреннями різних функціональних елементів робота. 

Точність позиціювання особливої точки Р залежить 

від похибок в шарнірах при відносних рухах ланок 

через наявність зазорів в кінематичних парах; похи-

бок роботи приводів і системи управління. 

У загальному випадку похибка позиціонування 

маніпулятора: 

∆{x, y, z, , , } – нелінійна функція 

похибок; 

∆i{x i, y i, z i,  i,  i,  i} - в i-х шарнірах 

[2, 3], тут xi, yi, zi  - складові похибки пози-

ціонування по осях OiXi, OiYi, OiZi;  i,  i,  i – 

кутові складові похибки щодо тих же осей. 

Складові лінеаризованої функції Δ має вигляд 

 

x xi yi zi i i i

i xi yi zi i i i

x x x x x x
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y xi yi zi i i i

i xi yi zi i i i

y y y y y y
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.z xi yi zi i i i
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z z z z z z
  

  

      
             

       


 

 

Запишемо вираз для похибки в матричній формі: 

Фi i

i

   ,                                                      (2) 

де  

Ф ,

xi i

i

xi i

x x

y y





  
  
 
  

  
  
 
 
 

  

являє собою матрицю коефіцієнтів передавальних 

відносин похибок Δi в шарнірах до викликаних ними 

відповідних складових похибки в точці 

позиціонування. Ці коефіцієнти залежать від 

геометричних розмірів, кінематичної схеми 

маніпулятора і визначаються конфігурацією 

кінематичного ланцюга в кожній точці 

позиціонування.  

Похибки позиціонування точки Р з 

використанням співвідношень (1, 2) розрахуємо за 

формулами: 
6

66
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; i  – кутова похибка 

в i-му шарнірі. Загальна похибка позиціювання 

полюса схвату Р становить: 
2 2 2

Р xP yP zP     . 
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Складемо алгоритм розв'язання задачи аналізу 

точності  позиціювання маніпулятора з використан-

ням пакета прикладних програм Маthсаd: 

1) визначимо матриці перетворення координат 

методом Денавіта-Хартенберга [2-4, 8] для 

поступальних кінематичних пар:  
 

1 0 0

0 1 0
( , )

0 0 1

0 0 0 1

v

q x

y
A i q

z
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1 0 0

0 1 0
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, 

для обертальних кінематичних пар: 
1 0 0

0
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. 

2) на підставі кінематичної схеми маніпулятора 

представимо переміщення полюсу схвату, як 

послідовність рухів по кожній узагальненій 

координаті. Складемо ланцюжок переміщень від 0 - ої 

ланки (основи маніпулятора) до n - ої ланки, відносно 

якої особлива особливої точка Р нерухлива. 

Наприклад: 

 

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0 1 2 3... 1w v v v nA k q A k q A j q A i q

n n     .(3) 
 

3) визначимо положення точки Р маніпулятора в 

системі координат зв'язаної з n – ою ланкою 

( 1)n T

P p p pr x y z  й у системі координат зв'язаної 

з основою робота 
0

1 2

1 2 3

0 1 2 1

( ( ), ( ), , ( ))

...

P k

n n n

n P n P

r f q t q t q t

A A A A r T r

 

      
, 

 

де 
1 2 3

0 1 2 1... n

n nT A A A A     -  загальна матриця 

перетворення координат від n – ої ланки до 0 – ої 

ланки (основи маніпулятора). Для розглянутого 

прикладу згідно (3) отримаємо: 

1

0 1( , )wA A k q , 2

1 2( , )vA A k q ,  
3

2 3( , )vA A j q , …, 
1 ( , )n

n v nA A i q  . 
 

4) Складові похибки позиціювання визначимо за 

формулами: 

6
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; 

i   – кутова похибка 

в i - му шарнірі. Загальна похибка позиціювання 

полюса схвату Р становить: 2 2 2

Р xP yP zP     . 

Приклад. Запропонований метод розглянемо не 

прикладі 6 – ланкового робота, який працює у 

сферичній системі координат. Маніпулятор 

промислового робота розглядається як розімкнутий 

просторовий кінематичний ланцюг, який складається 

з послідовно з'єднаних шести ланок. Ланки 

маніпулятора з’єднані ротаційними кінематичними 

парами V–го класу - шарнірами (рис. 1).  
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Рис. 1 – Кінематична схема маніпулятора. Системи 

координат 
 

На рис.1 ланки 1, 2, 3 – стійка, плече і 

передпліччя відповідно; 4, 5, 6 – елементи кисті 

маніпулятора. Рухомі з'єднання будь-яких двох ланок 

забезпечують можливість обертання навколо деякої 

осі кінематичної пари. 
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Приймемо за початкове положення маніпулятора 

положення , при якому ланка 1 співвісна ланці 2; 

ланки 3, 4, 5 і 6 співвісні між собою; поздовжні осі 

ланок  2 і 3 перпендикулярні, а ланки 1 і 6 повернені в 

шарнірах до упору (рис . 2). 

 

 

q1 

P 

q10=0 рад,  

О1, О0 

О2 

О4 О5 О3 О6 

1 

2 

3 4 5 6 

q20=0 рад, 

q30=0 рад, 

q40=0 рад, 

q50=0 рад, 

q60=0 рад 

. 

 
Рис. 2 – Маніпулятор в початковому положенні 

 
Для отримання рівнянь кінематики введемо 

ортогональні праві системи координат [2]:  

 OXYZ - нерухома система координат; 

початок координат - точка О, площина YОZ збігається 

з площиною ланок 2 і 3 при початковому положенні 

маніпулятора; 

 OiXiYiZi (i=1,…,6) –системи координат, 

зв'язані з ланками маніпулятора. Точки О суміщенні з 

центрами відповідних шарнірів (рис. 2). Вісі OiZi 

спрямовані уздовж ланок до точок Oi+1  (для 

i=1,2,…,5). Вісь O6Z6 спрямована від точки O6 до 

точки Р. Вісі OiXi (для i=2, 3, 4) и вісь O5Y5 спрямовані 

по осях кінематичних пар (при початковому 

положенні маніпулятора вісі Oi-1Xi-1 і OiXi  для i=2,…,5 

– односпрямовані). Вісь O6X6 при початковому 

положенні маніпулятора паралельна і 

односпрямованим з віссю OX. 

Для визначення точності позиціювання об'єкту 

маніпулювання відносно нерухливої системи 

координат OXYZ застосуємо лінійні перетворення 

координат Денавіта-Хартенберга [2,  4, 8]. 

Для розглянутого прикладу визначимо матриці 

перетворень координат: 
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Результати обчислень декартових координати 

точки Р в системі OXYZ з використанням Mathcad 

наведено на рис. 3.  
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Рис. 3. – Результати обчислень декартових координати точки Р в системі OXYZ з використанням Mathcad 

 

Використовуючи результати моделювання 

кінематики маніпулятора, оцінимо значення похибки 

позиціонування Р обумовлені похибками роботи 

приводів робота. Для маніпулятора кінематична схема 

якого наведена на рис. 1 переміщення в шарнірах 

задаються кутовими координатами qi. Розрахуємо 

похибку позиціонування точки Р обумовлену 

неточністю відпрацювання qi(t) за формулами: 
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Формули громіздкі, користуватися ними не 

зручно, тому виконаємо ці розрахунки у середовищі 

Mathcad (рис. 4). В розрахунках приймалось 

qi=1,05·10
-3
м. 
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Рис. 4. – Розрахунок похибки позиціонування особливої точки Р маніпулятора, яка обумовлена неточністю відпрацювання 

qi(t) 

 

На рис. 5 наведено графіки залежності похибки позиціонування  полюсу схвата від конфігурації 

маніпулятора, на рис. 5 xP=dPdq(t)1, yP=dPdq(t)2, zP=dPdq(t)3. 

 

  
а                                                                       б                                                                в 

 

Рис. 5 – Графіки залежності похибки позиціонування полюсу схвата  від конфігурації маніпулятора: а – складова похибки. 

xP; б – . складова похибки. yP; в – складова похибки. zP 
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Загальна похибка позиціювання полюса схвату 

Р становить: 
2 2 2

Р xP yP zP     . На рис. 6 наве-

дено приклад розрахунку загальної похибки пози-

ціювання полюса схвату Р. 

За наведеною методикою можна обчислити мат-

рицю коефіцієнтів Фi передавальних відносин похи-

бок Δi в шарнірах до обумовлених ними відповідних 

складових загальної похибки позиціонування схвату 

маніпулятора.  

 

Методом математичного моделювання можна 

визначити окремий внесок кожного збурення у за-

гальну похибку позиціювання схвату. Результати та-

кого розрахунку наведено на рис. 7. При зміні кута 

q1(t)=0.0175t, 0t30 c і qi= const=0˚ (i= 26) загаль-

на похибка P(t) – унімодальна опукла  функція з 

екстремальним значенням P max=2,565·10-3м (рис. 

7, а); при зміни кута q3(t)=0.0175t, 0t30 c і qi= 

const=0˚ (i=1, 2, 46) загальна похибка P(t) – зрос-

таюча нелінійна функція з найбільшим значенням P 

max=2,705·10-3м (рис. 7, б).   
 

 
 

Рис. 6 – Приклад розрахунку загальної похибки позиціювання полюса схвату 

 

 

 
а                                                             б 

 

Рис. 7 – Результати математичного моделювання для визначення внеску збурень q1(t) та q3(t) у загальну похибку 

позиціювання схвату 

 

Висновок 

На етапі проектування виробничого робота 

математичне моделювання дозволяє: 

 обчислити попередні значення похибки 

позиціювання полюсу схвату;  

 визначити переборні похибки і 

ліквідувати причини їх виникнення;  

 для непереборних похибок підібрати 

конфігурацію кінематичної схеми маніпулятора, так 

щоб значення загальної похибки позиціювання 

задовольняло умовам точності. 

Аналіз графіків загальної похибки дозволяє 

визначити «критичні» конфігурації кінематичної 

схеми, граничні значення похибок у приводах та 

збурення сигналів керування при яких виникають 

екстремуми функції похибки P(t).  

У подальшому доопрацюванні виробничого 

робота математичне моделювання та аналіз загальної 

похибки P(t) дозволяє підвищити точність 

позиціювання полюсу схвату. 
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